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Introduccion

Objetivos generales y especificos

La capacidad de manipular un escurrimiento en forma activa reviste gran impor-
tancia tecnologica y econémica y es por ello que alli se dirige gran parte del trabajo
cientifico en mecanica de fluidos. Asimismo, la necesidad de obtener mejores pres-
taciones aerodindmicas ha sido, desde hace més de un siglo, motor de progreso en
la ingenieria mecénica. La creciente demanda energética en nuestro pais y en el
mundo requiere respuestas de la investigacién tanto en el campo de la generacién
como en el del ahorro de energia. Se espera desde el presente estudio, realizar una
contribucion en este sentido.

Ante todo conviene definir qué es lo que se entiende por control de escurrimien-
tos. El control sobre un flujo incluye todo mecanismo o proceso a través del cual
se causan modificaciones sobre el mismo de forma que su comportamiento difiere
del que se desarrolla en ausencia de control. Podemos citar a Prandtl(1904) como
pionero del control en fluidodinamico. En los albores de la teoria de la mecénica
de fluidos, introdujo la teoria de capa limite, explicé los mecanismos del fenémeno
de separacion de un flujo respecto a un cuerpo y describi6 varios experimentos en
los que dicho fenémeno fue controlado.

A partir de la obra de Gad-el-Hak et al.(1998)[46] se han establecido los fundamen-
tos de la moderna teoria de control aplicada a la mecanica de fluidos. Se enuncian
alli diversas clasificaciones para el control de flujos, la primera de ellas distingue
la forma en que se aplica desde un punto de vista energético. En efecto, control
activo se define como aquél que requiere una fuente de energia externa para lle-
varse a cabo. Numerosos ejemplos de la vida cotidiana pueden hallarse desde la
simple apertura manual en el control del caudal que sale de una canilla, hasta
la observacion del sofisticado diseno de la accion de los flaps en las alas de un
avién, que modifican la fuerza de sustentacién. Contrariamente, controles pasivos
no requieren gasto energético alguno. Son ejemplos de control pasivo: el control de
la pérdida de carga en una caneria a proyectar mediante el diseno de su diametro
o de su rugosidad; las sucesivas modificaciones de la forma que ha tenido los au-
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tomoaviles desde su creacion hasta nuestros dias, etc.

Un aspecto destacable de los problemas de control en mecénica de fluidos es que
la ley que interviene es la ecuacién de la dindmica de los fluidos, el conjunto de
ecuaciones de Navier Stokes. La resolucién de las mismas es, hasta la fecha, uno
de los grandes problemas de la Matematica. Se tienen soluciones exactas sélo para
un conjunto muy reducido de problemas de sencillas condiciones de borde.

Las soluciones numeéricas sin simplificaciones, requieren importantes recursos compu-
tacionales. A pesar de que se han podido analizar importantes problemas con si-
mulacién, la técnica ain se encuentra lejos de poder dar respuesta a problemas
comerciales.

Paralelamente, el desarrollo computacional ha venido en ayuda de la experimenta-
cién en mecanica de fluidos. Nuevas técnicas de medida no intrusivas permitieron
no sélo la acumulacion sistemaética de resultados sino también la generacion de mo-
delos para el analisis y el control. Es en parte gracias a ello que ocurrié un creciente
interés y progreso en la formulacién de modelos reducidos. Estos consisten en una
reduccién de las ecuaciones de Navier Stokes hacia una forma cuya solucién es
posible, partiendo de observaciones de un escurrimiento dado que pueden provenir
tanto de la experimentacién como de la simulacién. Los modelos que resultan son
herramientas que sirven a la interpretacion y a la prediccion aplicada en control
activo.

Una forma particular de control activo es la utilizacién de actuadores electrohidro-
dindmicos. A partir de la introduccion de descargas eléctricas en posiciones clave
de un escurrimiento pueden lograrse importantes modificaciones. Los actuadores
han sido estudiados bajo distintas configuraciones eléctricas(2004)[120] y en diver-
sas situaciones de flujo.

Particularmente, nos interesaremos en el control del flujos en estelas de cuerpos
pues constituyen un referente para una gran cantidad de aplicaciones de la inge-
nieria como lo son el transporte terrestre y aéreo, turbinas y compresores, genera-
dores edlicos, intercambiadores de calor, estructuras civiles, etc. Entre las distintas
geometrias a estudiar, la del cilindro es la més extendidamente utilizada en la ma-
terializacion de estos flujos.

Es, en suma, objeto principal del presente trabajo, el desarrollo y la aplicacion de
los modelos reducidos en el estudio al flujo externo a un cilindro controlado con
actuadores electrohidrodinamicos.

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera, a continuacion, en el Capitu-
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lo[3]serd estudiada la técnica POD que brindard los elementos para el planteo de los
modelos reducidos basados en datos experimentales, que se realizard en el Capitulo
M La base tedrica de estos desarrollos se detalla en el Apéndice [A]

La descripcién del equipamiento necesario para efectuar las experiencias, y los
primeras resultados experimentales serdn presentados en el Capitulo[5| Por tltimo,
en el Capitulo [f] se analizarén los resultados relativos a la aplicacién de modelos
reducidos a los datos provenientes de las medidas experimentales. A partir de
ello, se analizara un esquema de control y optimizacion basado en las técnicas
desarrolladas a lo largo del trabajo.
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Capitulo 1

Flujo en estudio: estela de un
cilindro

1.1. Introducciéon

El flujo viscoso externo alrededor de un cilindro representa un flujo prototipo de
gran interés para la fluidodindmica. Buena parte de los estudios de flujos en estelas
de cuerpos romos han sido realizados sobre cilindros, gracias a su simple geometria
y el comportamiento caracteristico referente de los flujos de separacion de la capa
limite.

El estudio de este problema simple permite aprovechar en gran medida la biblio-
grafifa acumulada de anteriores trabajos y experiencias, a la vez que sirve como
base para aplicaciones sobre problemas més complejos. Sin embargo, un problema
sencillo como éste aiin no consigue una solucién ni exacta ni numérica cuando
involucra regimenes de alta turbulencia. En efecto, la simulaciéon numérica directa
(DNS) atin resulta muy costosa en tiempo y no logra reproducir los regimenes en
los que se desarrollan la mayor parte de las aplicaciones préacticas. De todas formas,
incluso reduciendo los costos computacionales, conseguir la mera simulacién de un
escurrimiento en estas condiciones no apareja necesariamente su comprension de-
bido a las dificultades de interpretar de forma sencilla el caracter tridimensional y
no estacionario del flujo.

Repasaremos entonces, los fundamentos del flujo alrededor de un cilindro antes
de avanzar en el desarrollo de su control. Por empezar, distinguimos tres regiones
fundamentales desde donde se originan, ademas de la corriente libre incidente, los
distintos fenémenos para este flujo. Se muestran en la Figura [1.1] éstas son: las
capas limite formadas en la superficie del cilindro (ii); las capas de corte, regiones
de flujo separado y acelerado (iii); la estela del cilindro (iv). La mayor parte de la
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1.2. FORMACION DE VORTICES

HTI‘F'I

fi):V >V

Figura 1.1: Regiones del flujo perturbado.(Zdravkovich (1997)[145])

investigacion se centra en el estudio de estas regiones. Por otro lado, el estudio de
la regién senalada como (i) en el dibujo, llamada de flujo retardado o estancado,
tiene solucién en general conocida. Esta puede presentar alternativas en casos en
los que el flujo incidente es no estacionario. En base a las dimensiones del proble-

ma se define al nimero de Reynolds, Re = ——. Siendo U la velocidad del flujo

v
incidente, D el diametro del cilindro y v la viscosidad cinematica.

1.2. Formacion de vortices

El conocimiento del fenémeno de desprendimiento de vortices es particularmente
importante en multiples aplicaciones. Se puede destacar entre ellas el arrastre y la
sustentaciéon en cuerpos, el transporte de calor, las vibraciones, el ruido, etc.

Son varios los mecanismos de formacién de vértices, como permite ilustrar la Figura
respecto al fendémeno en su fase inicial, en el flujo externo al cilindro. Se muestra
la zona inmediatamente cercana a la pared (regién ii de la Figura , la capa
limite, donde se concentran los efectos de la viscosidad de un flujo. La secuencia de
imégenes corresponde al fenémeno conocido como separacion de la capa limite, que
es funcién de la distribucion de presiones a lo largo de la capa limite. La distribucion
de presiones en el caso no separado se ilustra en la Figura [1.3] Se observa cémo
el escurrimiento sufre una aceleracién desde el punto de estancamiento D hasta
el punto E. Asimismo, la curva de distribucién de presiones indica cémo el flujo
se frenaria desde E hacia F si no hubiera separacion, la misma corresponde a un
modelo no viscoso o potencial. En el flujo real, a la desaceleracién debida al campo
de presiones se suma la pérdida de cantidad movimiento por friccién viscosa en
la pared del cuerpo. La energia cinética de las particulas fluidas llega a ser luego
insuficiente para seguir la trayectoria potencia y el flujo se separa en el punto S.

Como senaldaramos, nos interesamos especialmente en flujo en la estela del cuerpo,
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Figura 1.2: Formacién de vértices primaria.(Schlichting (1978)[114])

Figura 1.3: Mecanismo de separacién de la capa limite.(Schlichting (1978)[114])
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1.3. REGIMENES DE ESCURRIMIENTO

caracterizado por la formacion y desprendimiento de vortices. Este proceso sera es-
tudiado con mayor detalle luego de breve repaso de los regimenes de flujo externo
a un cilindro.

1.3.

Regimenes de escurrimiento

Los distintos regimenes que pueden tener lugar en el flujo alrededor de un cilindro
se clasifican en funcién del nimero de Reynolds. Segin Williamson(1996)[142], se
distinguen:

I.

II.

III.

IV.

Régimen sin separacién (Re < 5). Para bajos valores de Re, no ocurre sepa-
racion de la capa limite, luego no se produce ni formacion ni desprendimiento
de vértices.

Régimen laminar permanente (5 < Re < 49). En este intervalo se genera un
par de vértices fijos y simétricos en la estela del cilindro, formando una region
de recirculacion detras del cilindro. La region, llamada también burbuja en
la bibliografia, aumenta de tamano para Re crecientes.

Régimen de desprendimiento laminar de vértices 49 < Re < 190. Comienzan
a desarrollarse inestabilidades en la region de recirculacién. La amplificacion
de éstas se manifiesta en la estela, senala Williamson[I42], y el proceso se
ajusta a un fenémeno de Bifurcacién de Hopf que ampliaremos en[1.4] El des-
prendimiento de vortices produce una fuerza de sustentacion, de media cero,
que cambia en el tiempo periddicamente de acuerdo a la frecuencia de apari-
cion de los mismos. El limite superior para este régimen encuentra diferencias
entre los autores: Williamson define un subintervalo 140 < Re < 194 para la
transicién al préximo régimen. Por otra parte, Blevins(1997)[12] propone el
valor de 150, en tanto que Sumer Fredsoe(1997)[123], 200. Asimismo, para
Zdravkovich(1997)[I45] la transicién se produce en el rango 180 < Re < 200.

Régimen de transicién en las capas de corte 200 < Re < 3 -10°. En es-
te régimen, en la region de la estela el flujo es completamente turbulento.
Sin embargo, en la zona de separacion el flujo continta siendo laminar. Un
fenémeno de transicion hacia la turbulencia ocurre en las capas de corte.
Como consecuencia de la complejidad del escurrimiento, comienzan a desa-
rrollarse estructuras tridimensionales

Régimen de desprendimiento asimétrico, 3-10° < Re < 3,5-10°. En esta es-
trecha franja de Re, la regién de transicién a la turbulencia se desplaza desde
las capas de corte hacia el punto de separacion de la capa limite. El despla-
zamiento no es completamente simétrico y por ello, ciclicamente, mientras

16



CAPITULO 1. FLUJO EN ESTUDIO: ESTELA DE UN CILINDRO

un lado de la superficie del cilindro deviene turbulenta, la otra permanece la-
minar. Los puntos de separacion de la capa limite son entonces asimétricos y
cambian alternativamente. Se observa una fuerza de sustentacién cambiante
en funcién del tiempo.

VI. Régimen de desprendimiento simétrico 3,5-10% < Re < 1,5-10°. Se alcanza
el régimen turbulento en la capa limite en ambos puntos de separacion. El
punto de desprendimiento es simétrico. El tamano de la zona de recirculacién
y del ancho de la estela disminuye sensiblemente.

En nuestro caso, el estudio experimental se ha realizado para bajos nimeros de
Re, dentro del régimen de desprendimiento laminar de vortices y en estados per-
turbados del mismo. Lo describiremos entonces con mayor detalle a continuacion.

1.4. Desprendimiento laminar de vértices

Como senalamos, el régimen comienza alrededor de Re = 49, la estela que continia
luego de la regién de recirculacion comienza a oscilar y el flujo se desestabiliza como
se ilustra en la Figura|l.4] Segin Provansal(1987)[101] el fenémeno se explica como
una bifurcacién de Ho.

Un nuevo régimen de flujo se establece entonces, caracterizado por un desprendi-
miento regular de vértices de signo opuesto, de una y otra parte del cilindro. Las
sucesivas posiciones que ocupan los vortices se denomina camino de Bénard-von
Karman. Un ntmero adimensional puede ser definido a partir de la frecuencia de
desprendimiento, llamado nimero de Strouhal, St = fD/U. En este régimen, St
varfa en funcion del nimero de Reynolds como indica la Figura (|1.5]).

Puede observarse que a partir de Re > 180 se observa una discontinuidad para
St(Re). Experimentalmente se comprob6 que el desprendimiento resulta ser un
fenomeno tridimensional pues comienza éste a ser oblicuo con respecto al eje del

1 Si pensamos al flujo como a un sistema dindmico (ver Capitulo4) y al ntimero de Reynolds
como un parametro del mismo, en el espacio de las fases, el estado estable para Re < 49 corres-
ponde a un punto fijo, la primera de las fotos de la secuencia de la Figura El sistema tiende
a dicho punto ante pequenas perturbaciones, el estado de equilibrio final no depende del tiem-
po. Con el aumento del nimero Reynolds, las pequefias perturbaciones dejan de amortiguarse
y, por el contrario, se amplifican. Dado que en un sistema fisico, la energia cinética no puede
aumentar indefinidamente, la amplificacion es acotada y da lugar a una trayectoria periédica en
el espacio de las fases. Esta se corresponde con el flujo con un desprendendimiento alternativo
de vortices. La periodicidad corresponde, en el lenguaje de sistemas dindmicos, a un ciclo limite,
lugar geométrico de los distintos estados del escurrimiento. El proceso de cambio de estabilidad
de un sistema dindmico desde un punto fijo a un ciclo limite estable se denomina bifurcacién
supercritica de Hopf.
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Figura 1.4: Formacion de los vértices von Karman. Visualizacién y esquema de

Perry et al.(1982)[96]

cilindro. La relacién entre la longitud y el didmetro de un cilindro, L/D asi como
también las condiciones en los extremos del cilindro son causas del pasaje del flujo
de dos a tres dimensiones. Williamson (1988)[141] fue el primero en explicar la dis-
persién existente en las medidas de St en el régimen de desprendimiento laminar,
producida por una transiciéon de un modo de desprendimiento oblicuo hacia otro.
En [141], Williamson considera que el desprendimiento paralelo es el de referencia,
al que le asocia un Strouhal de referencia que indica como St,.

Cualquier desprendimiento oblicuo posee un Strouhal que designa como St, puede
ser transformado en el modo de desprendimiento paralelo St, a partir de la relacién
St,. = Stycosf3, donde 3 es el dngulo entre el filamento de vortices y la direccion
del eje del cilindro.
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Figura 1.5: Evolucién del niimero de Strouhal en funcién de Reynolds. (Williamson
(1996) [142])

Figura 1.6: Visualizacién de diferentes modos de desprendimiento laminar (Wi-
lliamson (1988)[141])

También Fey et al.(1998)[43] muestran que la evolucién del nimero de Strouhal
en funcién del nimero de Reynolds es consecuencia de la tridimensionalizacion del
flujo en la estela. De su articulo, se tiene la correlacién para la relacién St(Re) =
0,2684 — 1,0356/v/Re.

Una aplicacién del conocimiento de la ley para el nimero de Strouhal es la sugerida
por Roshko (1953)[108], como herramienta para ser utilizada en la medicién de
muy bajas velocidades a partir de St. La misma sirvié en el desarrollo de nuestras
experiencias.
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1.5. Reégimen de Transicion laminar

La primera discontinuidad que se observa en la Figura [[.5, marca la transicién
del régimen laminar a la turbulencia, sucede para Re > 180. En esa circunstan-
cia, el desprendimiento pasa a ser tridimensional, en la forma llamada modo A de
desprendimiento (1996)[143]. El origen de este comportamiento se debe a la inesta-
bilidad en el alineamiento de los centros de los vortices primarios. Estas estructuras
son deformadas como ondas en direcciéon perpendicular al eje del cilindro. En la
Figura puede observarse la formacién de una estructura longitudinal, llamada
por Williamson bucle de vortice de modo A.

La escala de longitud en la direccién del flujo de estos bucles es de aproximada-
mente 3 a 4 didmetros.

El bucle A induce un
aumento de velocidad

El bucle B tiene inicio en |

Figura 1.7: Inestabilidades de modo A. Williamson (1996)[143]

La discontinuidad en la frecuencia de desprendimiento de vértices producida por
el modo A es un fenémeno de histéresis, propiedad que puede verificarse para dis-
tintos Re segun la trayectoria que se siga en una experiencia. Es asi, por ejemplo,
que la discontinuidad puede observarse aumentando paulatinamente Re desde el
régimen laminar en un conjunto de mediciones, para un valor Rej. Si se deseara
volver a las condiciones iniciales disminuyendo Re no puede asegurarse que la medi-
da de la discontinuidad Re, sea igual que Re;. El proceso se senala en la Figura|l.5]

Cuando el nimero de Reynolds aumenta hasta el rango 230-260, ocurre una se-
gunda discontinuidad para las curvas de St(Re). Esta se identifica con la aparicién

de un modo B de desprendimiento. En efecto, consecuencia de la aparicién de vor-
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Capa de corte 2

Vértice
primario

Vértices longitudinales
de la capa de corte 1

Pares de vértices Vibraciones en la
longitudinales Capa de corte 2

Figura 1.8: Inestabilidades de modo B. Williamson (1996)[143]

ticidad longitudinal inducida por el modo A, se producen inestabilidades en las
capas de corte. Puede apreciarse en el esquema detallado en la Figura [I.8, que
aparecen ondulaciones en las capas de cortes provocadas por vértices longitudi-
nales. La escala de estas nuevas estructuras es mucho mas pequena que aquella
asociada al modo A. Se reconoce una longitud de onda en las capas de corte cuya
longitud A resulta del orden del didmetro del cilindro D. Asimismo, los ensayos
han demostrada que, a diferencia de lo que ocurre con el modo A, este mecanismo
no presenta histéresis. El resultado final de este proceso es la aparicién de un nuevo
régimen hacia Re ~ 300 caracterizado por la transicion en las capas de corte.

1.6. Estructuras coherentes

Segun la concepcién puramente estadistica de la turbulencia, la agitacion turbulen-
ta se compone de estructuras de vértices cuyos tamanos se reparten continuamente
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entre un maximo dado por la geometria del problema en estudio, y un minimo dado
por la escala de disipacion viscosa. Este tltimo conjunto de vortices, en interaccién
mutua, confiere el movimiento de agitacion aleatoria, incoherente, en el cual no es
posible distinguir una organizacién precisa.

El concepto de estructura coherente ha sido fundamental en la investigacion de
la turbulencia en la mecédnica de fluidos. Se trata de estructuras presentes en un
escurrimiento turbulento que poseen un movimiento cuasideterministico, al con-
trario de las estructuras incoherentes, que tienen un caracter puramente aleatorio.
Esta nocion, fue sugerida primeramente por Townsend (1956)[133] en el contexto
de flujos en capas de corte, en la observacion de regiones de grandes escalas de mo-
vimiento organizado. En la época de esas primeras observaciones (1955) se podia
contar sélo con mediciones puntuales, de las cuales dificilmente podian extraerse
resultados sobre la forma y distribucion de vértices coherentes. Posteriormente
éstos trabajos fueron complementados por los aportes de Brown y Roshko[107],
quienes identificaron en el flujo de capas de corte a altos nimeros de Reynolds,
estructuras coherentes a partir de visualizaciones del escurrimientos. La identifi-
cacion visual condujo a la construccion de modelos fisicos a prior: de las medidas
sobre los escurrimientos.

A partir de los anos 80, el desarrollo tanto de la capacidad computacional como de
la técnica de medidas ha contribuido a la posibilidad de identificacién y a la com-
prension de los mecanismos de formacion e interacciéon mutua de las estructuras
coherentes. A continuacién se describen estos resultados.

1.6.1. Definiciones

Los investigadores ain no se han puesto de acuerdo sobre la definicién precisa de
estructuras coherentes. A causa de ello, se tienen los distintos métodos matematicos
de deteccién y andlisis de estructuras coherentes. Podemos citar:

- Segtn Hussain[61], una estructura coherente es un dominio donde la vortici-
dad instantanea presenta un alto nivel de correlacién espacial.

- Para Lumley[60], una estructura coherente corresponde a un objeto espacio
temporal cuya proyeccion sobre el campo de velocidades del escurrimiento
es maxima en el sentido de minimos cuadrados.

- Para Lesieur[74], un dominio que contiene una concentracién de vorticidad
local sera considerado como coherente si conserva una forma reconocible
durante un tiempo suficientemente largo (del orden de 5 veces) comparado
con su periodo de recurrencia.
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- Weiss[135] propuso como definicién, regiones elipticas en un flujo donde la
rotacion domina la deformacién. Este concepto supone que el tensor de velo-
cidad de deformacién varia lentamente, en espacio y tiempo, comparado con
gradientes de vorticidad.

A pesar de la discrepancia en las definiciones, existe el interés comun y la acepta-
cion de que, a partir del estudio de las estructuras coherentes de un escurrimiento,
pueden deducirse numerosas propiedades fisicas tales como: el arrastre y la sus-
tentacion en cuerpos, el transporte de calor, las vibraciones, el ruido, la mezcla
turbulenta, etc. También se acuerda en que la comprension de su dinamica, su
morfologia y la forma en la que interactian unas estructuras con otra es clave a la
hora de plantear la optimizacién o el control en los problemas.

1.6.2. Métodos de identificacion

Para tener un panorama completo de éstos métodos puede consultarse el articulo
de Bonnet et al[I3]. El método mas sencillo a llevar a cabo es el del tratamiento de
medidas en un punto. Los estudios espectrales, cdlculos de momentos o de densidad
de probabilidad posibilitan acceder a informaciones globales como las frecuencias
caracteristicas, las separaciones o la intermitencia en fenémenos de transicion.
Un primer desarrollo de técnicas de medida permitié llevar a cabo medidas sis-
tematicas en dos o mas puntos logrando acceso a correlaciones espacio-temporales
en el flujo. En un trabajo precursor, Townsend (1956)[133] se sirvié de un modelo
analitico sobre estructuras de vortices para validarlo mediante las correlaciones
espacio-temporales en un flujo de capa de corte. Este método presupone el cono-
cimiento a priori del escurrimiento para poder extraer las estructuras coherentes.
La técnica de reconocimiento de patrones fue introducida por Mumford(1982) y
refinada posteriormente por varios autores, entre ellos el trabajo de Ferré y Gi-
rault 1989 citado por Bonnet (1998) en [13]. La técnica es un proceso iterativo que
posibilita determinar el promedio muestra]ﬂ de la estructura coherente y detectar
los patrones incorporados en las series temporales. El proceso comienza desde una
grilla inicial con una supuesta localizacién de una estructura coherente. Con anali-
sis de correlaciones, se logra hacer converger la grilla para obtener la localizacién
final. El método requiere, evidentemente, un conocimiento previo de la estructura
coherente, que puede lograrse con visualizacién.

El muestreo condicional es la técnica que ha estado relacionada con la tradicional
definicién de estructura coherente dada por Hussain. Consiste en la eleccion, en
alguna region del escurrimiento, de senales de referencia, a las cuales se les aplica
un criterio para determinar los instantes que corresponden a la presencia de un

2Esto es, pensando a la medida como una variable aleatoria perteneciente a un espacio de
muestreo
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evento dado. Varios enfoques han sido considerados dependiendo en la variable de
referencia considerada (velocidad, vorticidad, presion, ... ).

Como en algunos casos, las estructuras coherentes se confunden con las estructuras
de mayores escalas en un escurrimiento, se ha considerado el empleo de filtros 6pti-
mos como herramienta de identificacién. Los casos que pueden tratarse son aquellos
que presentan una gran concentracién de energia para determinadas frecuencias.
Esta ha sido la propuesta de trabajos como el de Brereton y Kodal (1994)[19] o
bien el de De Souza et Al.(1999)[37]. En éste tltimo trabajo, se utilizaron técni-
cas de filtrado basado en frecuencia dominantes extraidas mediante Anélisis de
Fourier. El esquema funcioné eficazmente pues la estructura coherente se hallaba
bien localizada en el dominio de las frecuencias, como ocurre cuando se estudian
desprendimiento de vértices del tipo Kelvin Helmoltz. Los autores senalan, no obs-
tante, que la técnica es en general ineficiente para flujos mas complejos.

El método de estimacién estocastica lineal fue introducido por Adrian (1979)[2]
en su estudio sobre turbulencia isotrépica. Se utiliza informaciéon en uno o mas
puntos, conjuntamente con su estadistica para estimar informacion en otras ubica-
ciones en el escurrimiento. La técnica se halla en conexién con la descomposicién
en modos ortogonales(POD). Segin Holmes (1996)[60] puede ser vista como un
modelo de funcién densidad de probabilidad basado en POD. El articulo de Bonnet
et al. (1998)[14] muestra la relacién entre ambos métodos en el andlisis de capas
de corte.

La descomposicién en modos ortogonales, introducida por Lumley (1968)[77] en
el contexto de turbulencia, consiste en la identificacién de estructuras coherentes
cuya proyeccion de energia cinética sobre el escurrimiento es maxima. El enfoque,
de rapida convergencia, no requiere conocimiento a priori del flujo. La técnica se
adapta a distinto tipos de medidas, sean éstas un conjunto limitado de sondas con
gran resolucion temporal o bien, medidas de buen muestreo espacial pero menor
resolucion en el tiempo. Ampliaremos suficientemente en el capitulo [3|
Mencionaremos por ultimo, la extraccion de estructuras coherentes a partir de
la transformada Wavelet. El trabajo de Farge (1999)[41] considera especialmente
la definicién de estructura coherente de Weiss. La nocién de coherencia la pre-
fiere ligada a la medida de la vorticidad mas que a la de la velocidad. Discute
especialmente la consideracion de las pequenas estructuras como parte del flujo
incoherente, hipotesis de varios métodos, entre ellos el de POD. En un mas recien-
te trabajo, Farge (2003)[42], compara la capacidad de extraccién de vértices en
un flujo turbulento homogéneo tridimensional entre wavelets y POD. La técnica
Wavelet resulta de mayor eficiencia en el problema ya que logra reproducir con un
menor nimero de funciones base o modos la dinamica del escurrimiento.
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1.7. Conclusiones

Se ha presentado a lo largo del Capitulo el contexto donde se ubica nuestro tra-
bajo de investigacién. Se ha estudiado brevemente el problema del flujo alrededor
de un cilindro a partir de recientes publicaciones. A partir de las nociones de es-
tructuras coherentes que se exponen en la literatura, hemos elegido trabajar con
el modelo POD en nuestro trabajo por las siguientes razones. En primer lugar,
en la practica es mucho menor el costo computacional de emplear POD frente
al método de Wavelets. Ademads, hay un conjunto de problemas en los cuales no
se dan las caracteristicas de flujo turbulento homogéneo, en los que el modelo
POD funciona correctamente. Pueden citarse trabajos sobre flujos en capa limite
Rempfer (1996)[106], jets Gordeyev et al. (2002)[51], Glaze et al. (2003)[50], flujos
en cavidades Cazemier et al. (1998)[20], flujo alrededor de un cilindro Deane et
al. (1991)[34], Xia et al. (2002))[144], Noack et al. (2003)[87] (2005)[I1], en ca-
pas de corte Rajaee et al. (1994)[103], Braud (2003) (2004)[17][18], Perret et al.
(2005)[94], flujo compresible Vigo (2000)[127], modelado de turboméquinas Will-
cox (2000)[138], etc.

Particularmente, el escurrimiento alrededor de un cilindro con baja turbulencia
puede ser descripto por muy pocos modos segtin Deane et al. (1991)[34], como ve-
rificamos en el desarrollo basado en datos de simulacién numérica DNS (2005)[33].
La eleccién del método también depende del método de medicion PIVE] que adop-
tamos. Como detallaremos, la resolucion que brinda nuestro equipo de PIV no
permite la obtencion de las escalas pequenas del escurrimiento. Al utilizar POD,
estas estructuras son descartadas por un criterio energético mientras que en un
planteo con wavelets, las pequenas estructuras no deberian ser necesariamente
descartadas del modelo.

La descomposiciéon POD es suficientemente eficiente para el flujo que estudiamos.
Asimismo, numerosos trabajos en control se sirven de la técnica en la construc-
cién de sistemas de ecuaciones ordinarias Ravindran (2002)[105], Homescu et al.
(2002)[59], Protas y Wesfreid (2002) [98], Siegel et al. (2003)[117], Noack et al.
(2004)[90], etc.

3Véase su descripcién en la seccién
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Capitulo 2

Control del escurrimiento
alrededor de un cilindro

2.1. Introducciéon

El flujo alrededor de un cilindro sirve como banco de pruebas para el estudio y
el control sobre flujos en estelas de cuerpos romos. Asimismo, la geometria del
cilindro se ajusta a muchos casos de aplicaciones directas de la fluidodinamica.
Entre las acciones de control activo que se han ejecutado hasta la fecha, destaca-
mos en primer lugar la rotacién del cilindro sometido al flujo uniforme. También
se han realizado distintos trabajos empleando succién e inyeccion de fluido sobre
la superficie. Por otra parte, el calentamiento y el enfriamiento localizado de la
superficie de los cuerpos en cuestién, han sido utilizados como método alternativo
de control. Mas recientemente, se han proyectado nuevas experiencias con actua-
ciéon electrohidrodinamica en el entorno de la superficie, cuyos efectos son objetos
de recientes investigaciones.

A continuacion, describiremos algunos elementos esenciales de la actuacién sobre
flujos alrededeor de cilindros.

2.2. Dispositivos de control activo.

2.2.1. Rotacion uniforme del cilindro

El primer trabajo de control del que se tiene noticia fue publicado por Gustav
Magnus en 1853 para explicar la desviacién de proyectiles debido a fuerzas aero-
dinamicas. Los proyectiles, de geometria asimilables a la de un cilindro, sometidos
a rotacién en su impulsién, experimentan una fuerza de sustentaciéon cuando atra-
viesan un flujo uniforme. En una época donde la teoria de la Mecanica de Fluidos
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no contaba con sélidas bases, el fenémeno fue llamado efecto Magnus. Puede lo-
grarse una primera estimacién de la fuerza de sustentaciéon que experimenta un
cilindro a partir de la teoria de Flujo Potencial como una aplicacién del teorema
de Kutta Joukowksi. Segtn esta teoria, el coeficiente de sustentaciérﬂ para un ci-
lindro que rota c;, = 4w. No obstante, el resultado se aleja de lo que experimenta
el flujo real debido a una serie de factores. Estos son:

I. La distribucion de presién es simétrica solamente relativa al eje paralelo al
flujo uniforme.

1. Siempre ocurre separacién del flujo.

111. el punto de estancamiento posterior descripto por la teoria potencial no existe
a causa de la separacion.

1v. Existe siempre una considerable fuerza de arrastre.

Después de las experiencias de Magnus, Prandtl (1925)[145] condujo una serie
de experimentos para determinar los cambios introducidos por la rotacién de un
cilindro (Figura [2.1)).

Entre otros resultados, determiné que la maxima sustentacion que puede experi-
mentar el cilindro es ¢, < 47. Estudié ademas los efectos de borde y de la relacién
L/D sobre este valor. Dichos valores serian mas adelante discutidos y origen de
nuevas investigaciones.

Tempranas aplicaciones del cilindro rotativo, o rotor, fueron las efectuadas por
Flettner(1925) y Madaras(1931). El primero, construyé un buque propulsado por
rotores (Figura . El buque probd ser confiable y eficiente pero, en la época
del diseno, no pudieron competir comercialmente con los barcos de propulsién a
motoxﬂ Flettner propuso también por entonces un generador eélico basado en el
efecto Magnus. Por la misma época, Madaras(1912) comenzé su proyecto de un
generador de energia basado en una serie de rotores. El modelo tuvo poca fortuna
pues al ensayarse el prototipo (Figura , éste sufrio la accién de fuertes vientos
que lo derribaron. La compania que financiaba el proyecto, Detroit Edison Co.,
desistio de esta forma de generacion.

Después de Prandtl, numerosos estudios se han llevado a cabo desde entonces sobre
el flujo alrededor de un cilindro con rotaciéon, un compendio de los cuales presen-
tan Chew et al. (1995)[28]. Uno de los temas de interés de investigacién es el de
la estimacion de la méaxima sustentacién que puede lograrse en este tipo de flujos.

Iy,

W, donde Fp, es la fuerza de
2

'El coeficiente de sustentacién para un cilindro c;, =

sustentacién.
2Jaques Cousteau y la sociedad Cousteau utilizaron un barco similar, llamado Calypso II,
para la exploracién oceanogréfica durante la década de 1990.

28



CAPITULO 2. CONTROL DEL ESCURRIMIENTO ALREDEDOR DE UN CILINDRO

Figura 2.1: Visualizacién del flujo a Re=4000 alrededor de un cilindro que rota con
velocidad tangencial U,. (a)U,/U — 0, (b) U,/U =1, (¢) U,/U =2, (d) U, /U = 4,
(e) U.JU =6, , (f) U./JU2/ — o0

Una de las fuentes de discrepancia es la dificultad de realizar medidas debida a las
limitaciones impuestas por la rotacion del cilindro. Tokumaru et al.(1993)[131] de-
mostraron para resultados Re = 3800 que para una rotacién adimensiona]El v=10
y una relacién entre el largo y el didmetro del cilindro L/D > 18,7 el limite ¢;, = 47
es superado en un 20 %.

Otro aspecto para analizar es la variacion de la frecuencia de desprendimiento de
vértices a causa de la rotacién. Existié un relativo desacuerdo al respecto, para
valores de v < 7y = 1,91, Chew et al.(1995)[28], Diaz et al.(1983), Kimura y Tsu-
tahara (1991) y Jaminet y Van Atta (1969)[66] muestran que St aumenta con 7.
Por otra parte, Hu et al(1996) y Kang y Choi(1999) reportan que St disminuye
con 7.

Estos y otros aspectos del flujo alrededor de un cilindro rotativo motivaron el
trabajo de Mittal y Kumar (2003)[85], de simulacién numérica validada por expe-
riencias, que efectuaron un estudio para Re=200. Estos autores senalan que para

3Para una definicién de éste pardmetro véase la seccién m
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2.2. DISPOSITIVOS DE CONTROL ACTIVO.

Figura 2.2: Buque con rotores. Flettner (1925)(izquierda). Vista del rotor del ge-
nerador de Madaras (1931)(derecha)

numero de Re mayores, los efectos tridimensionales, una probable causa del de-
sacuerdo en cuanto a la relaciéon St —~, comienzan a tomar un rol mas importante
y deben incluirse. Realizan un anélisis de estabilidad lineal en este régimen para
determinar los valores entre los cuales hay desprendimiento de vortices. Determi-
nan el intervalo 0 < v < 1,91, donde el camino de vértices de von Karman se
estrecha y sedesviaa respecto del eje del cilindro paralelo al flujo incidente. Para
determinar el intervalo sin desprendimiento 1,91 < v < 4,34, aplicaron un anali-
sis de estabilidad. Dentro de este intervalo, los tiempos numéricos de extincién
de las perturbaciones son relativamente muy largos. Es por ello quee, en trabajos
anteriores de simulacién, algunos investigadores consideraran que continuaba el
régimen desprendimiento. Para valores de v > 4,34 se produce desprendimiento de
una forma distinta, con frecuencias de desprendimiento mucho mas bajas y desde
solo uno de los lados del cilindro. En cuanto a la variacién del ntimero de St, su
resultado se muestra en la Figura donde pueden observarse los intervalos de
cada régimen mencionado.
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Figura 2.3: Variacién de St con respecto a la rotacion adimensional . Mittal y
Kumar(2003)[85].

2.2.2. Control mediante oscilaciones del cilindro

Existe también otro tipo de control que se puede lograr a partir de rotaciones no
uniformes del cilindro. Uno de los primeros intentos por implementar esta idea
fue hecho por Taneda(1978), quien estudio la accién oscilatoria sobre la formacién
de vortices detréas del cilindro (Figura . Mas tarde, Tokumaru y Dimotakis
(1991)[132],unun aplicaron una senal sinusoidal simple para la rotacién de un ci-
lindro bajo el régimen Re = 15000 y lograron una notable modificacion de la estela,
incluyendo una importante supresion de desprendimiento de vortices acompanada
por una reduccion del arrastre. El efecto de oscilaciones fue luego estudiado por
varios investigadores. Filler et al. (1991)[44] estudiaron la respuesta de las capas de
corte separadas respecto a oscilaciones de pequeia amplitud. Lu y Sato (1996)[76],
y Shiels y Leonard estudiaron el problema de la dinamica de vértices y su relacion
con el nimero de Re.

Maés recientemente, Graham et al. (1997)[52][53], He et al. (2000)[57], Homescu
et al. (2002)[59] comenzaron a utilizar la teorfa de modelos reducidos para el di-
senio del control en este tipo de problemas. He et al. y Homescu et al. estudian el
problema de optimizacion del control mediante funciones de rotacién constantes
y armonicas, sin pasar por la utilizaciéon de modelos reducidos basados en POD.
Graham et al., propusieron un modelo basado en funciones POD con el objeto de
reducir el nivel de intensidad de las fluctuaciones de los campos de velocidades
asociadas al desprendimiento de vortices. Plantean un sistema de lazo cerrad(ﬁ en
el cual la excitacién es la rotacion angular, una funciéon continua. La limitacion

4En un sistema de lazo cerrado las variables de salida son comparadas con las variables de
entrada al sistema de manera tal que se establece una accién de control como funcién de la
diferencia entre la entrada y la salida. Por el contrario, un sistema de lazo abierto es aquel donde
la salida no tiene efecto sobre la entrada.

31



2.2. DISPOSITIVOS DE CONTROL ACTIVO.

(d)

Figura 2.4: Modificacién de los patrones de lineas de corriente al aplicar oscilaciones
del cilindro a bajos Re. Taneda (1978)[145].

que encontraron los autores es la necesidad de refrescar las bases POD durante el
lazo cerrado y la necesidad de un ntmero relativamente grande de variables para
representar al escurrimiento controlado.

El problema fue retomado, entre otros, por Protas y Wesfreid (2002)[98] quienes
agregaron al modelo reducido POD una funcién estacionaria que llaman ”modo
cero”. Este modo surge de la consideracién de la solucién estacionaria inestable del
flujo alrededor de un cilindro. Para bajos Reynolds Re = 150, los autores suponen
que el mecanismo deberia conservarse para mas altos Reynolds, realizan la optimi-
zacion del flujo a partir de funciones armoénicas en pos de reducir el arrastre a un
minimo. El modo Cer(ﬂ otorga estabilidad a su sistema dindmico de lazo abierto.
Con la incorporacién del modo cero, Gerhard et al. (2003)[48] condujeron el diseno
de un sistema de control basado en la accién de fuerzas volumétricas incluidas en un
modelo reducido POD. Noack et al. (2004)[89][90] trabajaron sobre la construccion
de modelos reducidos POD para el control de lazo cerrado con la incorporacion
de fuerzas volumétricas asi como también oscilaciones arménicas, con el objeto
de suprimir los desprendimientos de vértices. Bergmann et al. (2005)[11] traba-
jaron sobre el mismo objetivo utilizando modelos reducidos POD. En su estudio,
el empleo de optimizacion sobre una funcién armonica de la oscilaciones produ-
ce una reduccién del 25% del arrastre sobre el cilindro. Este trabajo, como los
anteriores, se han desarrollado a partir de datos de simulaciones numéricas, que
permiten obtener soluciones en bajos Reynolds. A pesar de los resultados obteni-
dos, Bergmann senala que la resolucién de un problema de optimizacion sobre las
ecuaciones diferenciales ordinarias de los modelos reducidos no asegura necesaria-
mente encontrar el éptimo de la ecuacion de Navier Stokes. No obstante, se han

5M4ds detalles se dan en la seccién m

32



CAPITULO 2. CONTROL DEL ESCURRIMIENTO ALREDEDOR DE UN CILINDRO

desarrollado herramientas que permiten obtener resultados verificables con bajo
costo computacional.

2.2.3. Control mediante inyeccion y succion de fluido

También Prandtl fue precursor en el control de la capa limite mediante succion de
fluido. La Figura[2.5| presenta la visualizacion del flujo realizada por Prandtl donde
se realiza la succién a partir de una ranura ubicada a un angulo 6 = 140° respecto
del punto de estancamiento. Puede observarse que el fenémeno de desviacion de la
estela es similar al logrado mediante rotacién del cilindro. Esto es debido a que la
aspiracion de la capa limite en un lado del cilindro retarda la separacion del flujo
de la superficie superior.

Figura 2.5: Visualizacién de un cilindro con una ranura de succién a 6 = 140°,
Re = 4000. Prandtl (1925)[145].

Mas tarde, Thwaites (1948) y Chesseman (1968) retomaron las experiencias de
Prandtl de succién. Uno de los objetivos propuestos era el de lograr un incremento
de la sustentacién en cuerpos romos independientemente del angulo de incidencia
entre su direccion principal y la del flujo incidente. Mediante la accion de control
en cilindros porosos Thwaites consiguié reproducir un escurrimiento similar al que
predice la teoria de flujo potencial, la cual no considera los efectos viscosos y en
consecuencia, la existencia de la capa limite.

El soplado o inyeccién de fluido en forma tangencial a la superficie de un cuerpo
es otra forma de controlar el desprendimiento de la capa limite. Desde un punto
de vista préctico, la inyeccion de fluido resulta més sencilla de conseguir que su
succion. Esto se debe a que puede producirse aire comprimido facilmente a partir
de un motor y ademas la ranuras de inyeccion, a diferencia de cuando succionan,
no tienen el inconveniente de taparse con suciedad.

Para obtener resultados més completos Mathelin et al. (2002)[80] estudiaron el
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efecto de inyeccion uniforme en un cilindro a bajos Re donde el flujo permanece
bidimensional. Sus resultados, validados con anteriores experiencias (2001)[81] [82],
permiten crear un modelo que relaciona el nimero de Strouhal con la inyeccion,
asi como también los efectos sobre el arrastre y la transmision de calor.

El trabajo de Park et al. (1994)[93], constituy6 un esfuerzo por lograr un sistema
de lazo cerrado a partir de este tipo de control. A partir de simulaciones numéricas
para bajos ntimeros de Re(< 100), construyeron su modelo mediante entradas de
inyeccion por un lado y succion por el otro, y un grupo de sensores. Para valores
de Re < 80 los autores logran la supresion del desprendimiento y reducciones de
la fuerza de arrastre de hasta un 16 %. Los autores senalan que cuando el nimero
de Re aumenta, el sistema de control se vuelve inestable, presumiblemente, por la
aparicién de inestabilidades no contempladas en el modelo. Asimismo, el modelo
se manifiesta muy sensible a la ubicacién de los sensores.

2.3. Control de flujos mediante actuadores elec-
trohidrodinamicos

En los siguientes parrafos se realizara un estudio de los conceptos fundamentales
de la fisica de las descargas gaseosas. Se podra entonces introducir la descripcion
de de los actuadores electrohidrodinamicos y sus aplicaciones en fluidodinamica.

2.3.1. Generalidades de las descargas en gases.

El término descarga gaseosa tiene su origen en el estudio de capacitores en un cir-
cuito. Un capacitor que consiste en un par de electrodos separados por un medio
dieléctrico se encuentra cargado, cuando entre sus electrodos hay una diferencia
de potencial. Cuando la diferencia de potencial aumenta, existe un umbral que,
alcanzado, da inicio a la conduccion a través del dieléctrico. Se produce una des-
carga del capacitor. En particular, si el medio es gaseoso, la ruptura dieléctrica
del gas forma un estado ionizado, de pares electrén-ion. Posteriormente el término
"descarga” fue utilizado para describir cualquier flujo de corriente en un gas ioni-
zado, y cualquier proceso de ionizacion de un gas por un campo eléctrico aplicado.

Podemos apreciar en la Figura un circuito sencillo para producir una descarga
en gases. Se distinguen dos electrodos: el catodo(C) desde donde se emiten electro-
nes y el 4anodo(A), hacia donde migran. La ionizacién, la produccién de particulas
con carga, tiene lugar a lo largo del espacio interelectrodos y se distribuye de acuer-
do a los mecanismos que tienen lugar segin los regimenes de descarga. Si entre
los electrodos se aplica un voltaje bajo, del orden de decenas de Voltios, no se
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v

Figura 2.6: Esquema del circuito de una descarga gaseosa en un tubo.

manifiesta ningin efecto visible, aunque un instrumento muy sensible podria de-
tectar una corriente muy baja, ~ 1071 A. Esta corriente es debida a la migracién
de las cargas libres generadas por rayos césmicos y radioactividad natural. Si se
usa intencionalmente una fuente radioactiva o de rayos X, se puede obtener una
corriente més elevada del orden de ~ 107% A. En este caso, el grado de ionizacién
impuesto atin no es suficiente para producir luz. La descarga, que sobrevive sélo
por la presencia de un agente externo, se llama no-autosostenida.

Si se eleva el voltaje, la corriente se incrementa (tramo A-B de la Figura [2.7)), por-
que aumenta la cantidad de cargas producidas por ionizaciéon que son llevadas a
los electrodos. Cuando el campo eléctrico es capaz de remover todas las cargas del
volumen gaseoso, la corriente cesa de crecer, y se alcanza una saturacién (tramo
B-C). La ionizacién volumétrica del gas (natural o impuesta) limita el valor de
corriente.

Subiendo mas la tenson, la corriente aumenta bruscamente a partir de un valor um-
bral, y se observa emision de luz. Estas son manifestaciones de la ruptura dieléctrica
del ga&ﬁ. El voltaje de ruptura depende de la cantidad de particulas presentes y
de la intensidad del campo eléctrico. En términos de variables mensurables, es
funcién de la presion y de la distancia entre los electrodos. El proceso se inicia con
un pequeno numero de electrones espurioﬂ, o inyectados intencionalmente. Asi, la
descarga se hace inmediatamente autosostenida, es decir, la energia ganada por los
electrones es suficiente para ionizar, produciendo pares idn-electréon, y entonces se
produce una avalancha electrénica. El gas es apreciablemente ionizado en tiempos
cortos (~ 1077 = 1072 s), y la corriente, bajo estas circunstancias, crece por varios
6rdenes de magnitud.

Existen varias condiciones que gobiernan el proceso a mayores voltajes. La Figura
muestra la caracteristica de tensiéon y corriente en distintos regimenes.

SE] fenémeno en el cual el gas pierde su caracter de aislante eléctrico. En inglés el término
que se utiliza es breakdown.
"Producidos, verbigracia, por radiacién césmica
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Figura 2.7: Caracteristica corriente-tension y distintos regimenes de descarga para
electrodos planos paralelos. Raizer (1991)[104].

A bajas presiones (~ 1 — 10t0r7‘)|§| y resistencia elevada del circuito externo, se
desarrolla una descarga luminiscente, glow, caracterizada por una corriente relati-
vamente baja (1075 — 0,14) y voltajes altos entre los electrodos (10* — 103V'). Se
forma una llamativa columna radiante en tubos largos (de longitudes L ~ 10cm,
con radios R ~ lem), que se usa comtinmente en letreros luminosos. El grado de
ionizacion «, definido como el cociente entre la densidad de particulas con carga
y la densidad total, es bajo (~ 1078 —107°), y los electrones estdn mucho mas ca-
lientes que las particulas pesadas (T, ~ leV >> Tamb)ﬂ Este estado es mantenido
por un lento y suave calentamiento Joule bajo condiciones de alto calor especifico
y elevada tasa de enfriamiento del gas. El bajo a es el resultado de una alta tasa
de recombinaeio’nﬂ, y es mucho menor al que corresponderia si hubiera equilibrio
termodindmico entre las especies a una T, ~ 1leV.

Si la presién en el circuito es elevada, y la resistencia del circuito externo es baja,
se desarrolla un arco. Estos poseen corrientes altas (¢ > 1A) y voltajes bajos (~
decenas de V). El arco libera una considerable potencia térmica, que puede inclu-
so destruir el tubo. Se forma usualmente un plasma en equilibrio termodinamico
con T, ~ T 1eV y con a ~ 1073 — 1. La principal diferencia entre una descarga
glow y un arco estd en el mecanismo de inyeccion de electrones desde el catodo.

81torr = 0,13k Pa.
91eV = 1,610"'2 erg, y equivale a una temperatura 7' = 11600 K
10La neutralizacién de carga entre electrones e iones en el gas.
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Sip~ latm y L > 10cm, y el voltaje es lo suficientemente alto, aparecen chispas,
caracteristicas del régimen de descarga spark. Aqui la ruptura se debe a un rapido
crecimiento de canales de plasma, o streamers, de un electrodo al otro, y se trata de
un fendmeno intrinsecamente no-estacionario. Una manifestacion gigante de una
descarga spark son los rayos, cuyos electrodos los constituyen las nubes y la tierra.
Las descargas spark son indeseables para nuestras aplicaciones debido a su ines-
tabilidad y a la gran cantidad de energia que consumen. En consecuencia, nos
interesamos en lo sucesivo en regimenes de descargas donde la tasa de ionizacién

es débil.

2.3.2. Descarga corona

La descarga corona es un tipo particular de descarga auténoma, que ocurre solo si
el campo eléctrico es marcadamente no uniforme. La presion del gas puede tomar
valores del orden de la presién atmosférica y menores. El cardcter no uniforme
del campo eléctrico implica que se alcancen valores significativamente mas altos
cerca de uno o de ambos electrodos que en el resto del espacio interelectrodos. Se
logra tal configuracion del campo eléctrico a partir de la seleccion adecuada de
la geometria de los electrodos. Asi, por ejemplo, cuando el tamano caracteristico
D de los electrodos es mucho menor que el espaciado h entre ellos; o bien, mas
tipicamente cuando los electrodos adoptan configuraciones aguja - placa (Figura
o alambre placa. Los mecanismos que intervienen en la ionizacion dependen
de la polaridad que tenga el electrodo alambre, sobre el que se tienen los mayores
valores de campo eléctrico.

Como consecuencia del apantallamiento del campo eléctrico que produce la carga
espacial en este tipo de descargas, distinguimos en general tres regiones: electrodos
activos rodeados de una zona de ionizacion donde se generan las cargas libres; una
region de deriva, donde la intensidad del campo eléctrico es baja y las particulas
cargadas que se dirigen hacia los electrodos pasivos interactian con el medio; y
la zona de neutralizacién de carga alrededor de los electrodos pasivos. Asimismo,
cuando los dos electrodos poseen un bajo radio de curvatura, se dan procesos de
ionizacion en ambos y, en ese caso, las descargas corona se llaman bipolares, en
contraposicién al caso donde un solo electrodo es el activo, situacion en la que
suelen denominarse unipolares. Los fenémenos de la descarga corona y la descar-
ga spark no difieren sustancialmente; ambos tipos de descarga tienen los mismos
requerimientos en cuanto a la presencia de electrones promotores y la existencia
de algiin mecanismo de ionizacién secundaria que genere una descarga auto sos-
tenida. En la descarga corona el volumen de gas ionizado se incrementa conforme
se aumenta la diferencia de potencial aplicada entre los electrodos. Si la diferencia
de potencial aplicada es aumentada ain mas, eventualmente se desarrolla spark o
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ruptura eléctrica.
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Figura 2.8: Descarga Corona. Configuracién alambre-placa. La descarga corona
se producira siempre que h >> D. La ionizaciéon del gas se produce en la zona
donde la intensidad del campo supera un determinado valor critico E. . Williams
(1993)[140].

2.3.3. Descarga de lamina de plasma

La descarga de lamina de plasma(PSD)E se produce con dos electrodos expuestos
al aire montados sobre la superficie de un cuerpo dieléctrico. La excitacion puede
ser producida con tension continua o alterna de modo que la tensiéon se ajusta para
generar un proceso de ionizacién que ocupa todo el espacio entre los electrodos.
La aplicacién de un pulso de alta tensién a uno de los electrodos causa la forma-
cién de un campo eléctrico que tiene alta intensidad cerca del mismo. Esto inicia
la ionizacién por impacto del gas que ocupa la regién cercana a la superficie del
dieléctrico y al electrodo de alta tensién. Las distribuciones de las cargas super-
ficiales en el dieléctrico y las espaciales en el gas, estas tultimas originadas como
resultado de la deriva de electrones en un campo eléctrico no uniforme, deforman
el campo eléctrico original. Este campo ioniza el gas y lleva a la formacién de un
frente de cargas que se desliza alejandose del electrodo de alta tension con forma
de una onda solitaria. Cabe aclarar que la ionizacién del gas en el frente de la
onda se debe principalmente a la accién del campo transversal, normal a la super-
ficie del dieléctrico. Asi, en este tipo de descarga se forman picos de los campos
eléctricos transversal y longitudinal que se propagan a lo largo de la superficie
dieléctrica. Como resultado del proceso, en la region entre los electrodos, la super-
ficie dieléctrica aparece contorneada por una fina capa de aire ionizado o lamina
de plasma. La corriente de plasma incluye una componente de corriente continua y

1Del inglés plasma sheet discharge.
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un gran numero de pulsos con frecuencias del orden de algunos kHz que se asocian
a streamers|121].

Figura 2.9: Esquema de una descarga deslizante. 1 dieléctrico; 2 plasma; 3 electrodo
iniciador; 4 y 5 contraelectrodo y cubierta puestos a tierra. Lagarkov y Rutkevich

(1994)[72].

2.3.4. Descarga con barrera dieléctrica(DBD)

Electrodo
metalico

7 S ! e
PALLLHLIGIIE  Fuente (AC) de (A A
Barreras — tension Alterna Fuente (AC) de

dieléctricas tension Alterna

W e A
e

Figura 2.10: Configuracién de electrodos con Barrera Dieléctrica (Kunhardt[71]).

Una configuracion particular de descarga se obtiene cuando una barrera dieléctri-
ca cubre uno o ambos electrodos (Figura 2.10). La finalidad de esta barrera es
estabilizar la descarga y evitar la transicién al arco. Asi, mediante esta técnica,
se pueden obtener plasmas difusos y estables. Por otro lado, debido a la barrera
dieléctrica, debe suministrarse tensién alterna para obtener la descarga. Cuando la
frecuencia del potencial aplicado es del orden de los Megahertz se le llama Descar-
ga de Radio Frecuencia, RF Discharge. Para presiones medias (10 ~ 100torr), se
producen plasmas débilmente ionizados en configuraciones como las de la Figura
2.10 similares en aspecto a la descarga glow. Debido a la oscilacion del campo
eléctrico externo con estas frecuencias, los iones y electrones tienen también un
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movimiento oscilatorio. Segin Raizer (1991)[104], las velocidades de deriva y am-
plitud de las oscilaciones de los iones son aproximadamente 100 veces menores que
las de los electrones. Por lo tanto, en la mayoria de los casos en que se quiere
analizar la dindmica de la carga del espacio, el movimiento de los iones puede ser
ignorado. Asi, se considera que los electrones se balancean alrededor de los iones
relativamente fijos.

La accién de descargas DBD sobre flujos externos a presiéon ambiente fue prime-
ramente estudiada por Roth et al. (1998)[109](1998)[116] quien las denomina bajo
la sigla. OAGUDP (One Atmosphere Glow Uniform Discharge Plasma). Una gran
cantidad de trabajos de aplicaciones en control de flujos basados en este dispositivo
han sido publicados a la fecha Corke et al. (2002)[26], Corke y Chuan (2004)[27],
Roth y Sherman (2000)[110], Roth y Xin (2006)[111], Thomas et al. (2006)[130],
etc. El Dr. Roth asimismo patentd la aplicacién de la descarga DBD con varios
fines que exceden los aspectos aerodinamicos: remocién de contaminantes en super-
ficies atacadas por agentes quimicos o biolégicos, tratamiento de superficies para
incrementar su energia superficial en papeles y peliculas, tratamiento de materiales
electrénicos, etc.

Podemos distinguir entre las descargas DBD,
Upper # pasma  aquellas que son volumétricas, cuya disposicion
Electrode , .
e de electrodos se presentd en la Figura [2.10] de
Dielectric __ | | Iy .
Panel CL CLLLLLIIIIIEDY  las que se establecen sobre la superficie del ma-
Lower terial aislante (Figura [2.11)). Tipicamente, son
Electrode , g .
éstas las que se utilizan en control de escurri-

Figura 2.11: Configuracién de un mientos.
actuador DBD. Roth (1998)[109]

En la descarga DBD se utilizan electrodos ex-
citados periédicamente, uno de ellos expuesto
al aire y el otro encapsulado en material dieléctrico (Figura . Las configuracio-
nes usuales consisten en un par de electrodos paralelos separados por una lamina
dieléctrica en un arreglo que tiene la direccién transversal al flujo sobre una su-
perficie aerodinamica. Para lograr la descarga auto-sostenida, las frecuencias de
excitacion son del orden del kHz. El proceso de ionizacién ocurre en la vecindad
del electrodo expuesto al aire, alli la descarga emite en el visible.

Como consecuencia de la descarga, los iones méviles tienen colisiones con las
particulas neutras y se induce un flujo macroscépico. La transferencia de canti-
dad de movimiento hacia las particulas neutras es del orden de un centésimo de
la que disponen los iones (2003)[112]. Numerosos trabajos consisten en la aplica-
cién de este fendmeno en varias configuraciones. Perfiles tipicos del viento iénico
producido por los actuadores DBD se muestran en la Figura [2.12] No obstante, el
resultado es mayormente experimental, segiin Likhasnkii et al. (2006)[75], hasta la
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Figura 2.12: Perfiles de velocidades de viento iénico. Forte et al. (2006)[45]

fecha no fue establecido ningiin modelo consistente para explicar fehacientemente
la fisica de la descarga DBD superficial.

Los autores[75] proponen un modelo fisico para explicar la aceleracién inducida en
un actuador con la geometria similar a la de la Figura [2.11]

El sentido y la intensidad de la aceleraciéon pueden analizarse en cada hemiciclo
de una senal de corriente alterna. Durante el hemiciclo de polaridad negativa, el
sentido y la intensidad son dependientes del tamano del electrodo embutido. Por
otra parte, en el hemiciclo positivo, la intensidad de la aceleracién es funcién de
la frecuencia de la senal. Segun los autores, la resultante del hemiciclo positivo es
siempre mayor en médulo a aquella correspondiente al hemiciclo negativo y, por
ello, la resultante de la aceleracion siempre tiene el sentido observado por los dis-
tintos autores, ilustrado en la Figura[5.8h. Es objeto de muy reciente investigacién
la comprobacién de este modelo.

2.3.5. Actuadores electrohidrodinamicos

En los iltimos anos, ha crecido el interés por los actuadores electrohidrodinamicos
(EHD) para el control de la aerodindmica de cuerpos y, en particular, para el de
flujos con aplicaciones en aeronautica. A través de la ionizacién del aire cercano a
la superficie de un cuerpo aerodinamico, los dispositivos EHD producen una modi-
ficacién de la condicién del flujo cercano a las paredes[I19]. Como consecuencia de
choques eldsticos entre las particulas cargadas que migran y las particulas neutras
del aire, se produce un intercambio de cantidad de movimiento que da lugar a un
"viento iénico”. Cuando el nimero de especies cargadas es grande, otros mecanis-
mos pueden agregarse a este acople electromecanico, como pueden ser alteraciones
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de las propiedades fisicas del gas (densidad, viscosidad, etc) en regiones muy cer-
canas a las paredes de un sélido.
Los dispositivos EHD son atractivos desde un punto de vista tecnoldgico porque
son de simple constitucién (no existen partes méviles) y tienen tiempos de respues-
ta muy cortos (los retardos en el establecimiento de una descarga son del orden,
tedricamente, del nanosegundo).

Los actuadores EHD pueden ser clasificados en tres grandes grupos basados en
las diferentes caracteristicas eléctricas de la descarga[l121]: dispositivos basados en
descargas corona unipolares (UCD) y dispositivos de descarga de lamina de plasma
(plasma sheet); dispositivos de descarga con barrera dieléctrica (DBD).

2.3.6. Aplicaciones en el flujo alrededor del cilindro.
Actuadores EHD del tipo corona y de lamina de plasma.

El primer estudio sobre control de flujos alrededor de cilindro con actuadores elec-
trohidrodindmicos fue publicado por Noger et al. (1997)[91] quienes dispusieron
un actuador UCD que consistié en un electrodo montado sobre la superficie del
cilindro y otro electrodo aguja externo al cilindro. Sobre un diseno similar misma,
Hyun y Chun (2003)]63] investigaron el control de la estela, obteniendo una des-
carga que actua sobre el volumen de la misma.

Electrode spacement 38mm

. /
1 Plate
— — electrode .
I~ 24 x 300mm)  Arode A Lathode
—_ ) ~= 7
Wire A i
_— electrode \

Figura 2.13: Vista esquematica de costado del cilindro. (a) electrodos montados
sobre su superficie. (b) de las tomas de presién practicadas. Artana et al. (1999)[4].

Este diseno fue modificado por Artana et al.[4] al disponer los dos electrodos
montados sobre la superficie, un alambre d&nodo y un electrodo placa. De esta
forma, la actuacion se realiza fundamentalmente sobre la capa limite del cuerpo.
La energia del actuador se concentra alli donde la cantidad de movimiento es
minima dentro del flujo. Un esquema se muestra en la Figura Se obtuvo una
nueva forma de descarga que llamamos PSD en parrafos anteriores. Los trabajos
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de Artana et al. (2001)[5] y Desimone (2000)[35](Figura [2.14) fueron realizados
para determinar las modificaciones en un rango de 750 < Re < 10000.
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Figura 2.14: Variacién de la integral de la presién adimensional en funcion del
numero de Reynolds, con y sin la aplicacién de la descarga generalizada. Desimone
(2000)[35].

Mas tarde, en (2003)[6], los autores continuaron con medidas de PIV y tomas de
presiéon en el andlisis de escurrimientos de hasta Re < 58000. Las experiencias
de PIV permitieron comprobar reducciones de la zona de recirculacion detras del
cilindro asi como sirvieron a la verificacién de las aceleraciones inducidas por el
flujo ehd en las capas de corte. Por otro lado, la curva del coeficiente de presién]
en funcién de la coordenada angular en el cilindro, se modifica con la accion de
esta descarga segin se muestra en la Figura [2.15

En [32] estudiamos los efectos de la descarga de ldmina de plasma sobre el escu-
rrimiento alrededor de un cilindro a partir de POD. El anadlisis se efectué para un
flujo a Re = 35600 y se limit6 a poder reconstruir el flujo con y sin descarga. Se
verificé que el flujo bajo actuacién EHD precisa una mayor cantidad de modos
para poder ser reconstruido con el mismo umbral de energia cinética fluctuante
que el flujo sin actuacién.

Por otra parte, en (2002)[7] y en (2002)[31] evaluamos la accién dindmica intro-
ducida por la descarga en la configuracién del flujo sobre una placa plana para
numeros de Reynolds 90000 < Re < 140000. En este contexto, la determinacion
de la fuerza de arrastre es mas sencilla y es posible independizar el resultado de
las fuerzas de presién que aparecen en el flujo alrededor del cilindro.

P — Do

TNITR donde p es la presién medida y po, la
3PV

12E] coeficiente de presién para un cilindro cp =

presion estatica.
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Figura 2.15: Distribucion de presién en la superficie del cilindro para varios valores
de corriente para Re ~ 58000.Artana et al.(2003)[6].

Actuadores EHD del tipo DBD

Con el desarrollo de los actuadores DBD, McLaughin et al. (2004)[78] trabajaron
en el régimen Re < 7400 utilizando un actuador DBD montado sobre la superficie
del cilindro para poder manipular la separacion del flujo y el comportamiento en
la estela. A partir de medidas de anemometria de hilo caliente, demostraron que
logran conducir la frecuencia de desprendimiento de vortices a los valores de fre-
cuencia impuestos por su actuador.

En el mismo sentido, Thomas et al. (2006)[130] estudiaron el control de flujo alrede-
dor de un cilindro, motivados por la necesidad de reducir ruidos en las condiciones
de despegue y aterrizaje de aviones. En la Figura [2.16| se ilustra el dispositivo
DBD utilizado por los autores, que modifica notablemente las lineas de corriente
que contornean al cilindro para regimenes de Re < 33500. El dispositivo, tiene aso-
ciadas dos frecuencias: una es caracteristica eléctrica de la DBD como senalamos
en[2.3.4 y la otra, ordenes de magnitud menor, sirve a la regulacién de la actuacién
no estacionaria. En el caso que analizan, segin las dimensiones de su modelo, la
velocidad maxima en el flujo es de 5 m/s, luego, siendo St ~ 0,2 en este régimen,
la frecuencia de desprendimiento es del orden del Hz. Cuando aplican la descarga,
consiguen los autores la supresion del camino de vortices de von Karman y a raiz
de ello, el nivel de turbulencia en la estela es reducido significativamente. En la
Figura pueden observarse los efectos sobre las componentes paralelas al flujo
(W) = [(u— up)(u — uy,)],,, donde el subindice m indica promedio temporal
de la magnitud. Para el caso de accién estacionaria de la descarga, obtienen los
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@,

Plasma off

Plasma on

Figura 2.16: (a) Esquema de los actuadores DBD montados en la superficie del
cilindro. 1 y 4 son materiales aislante; 2 es el electrodo expuesto; 3 es el electrodo
embutido en el aislante y 5 representa al la formacién de plasma. (b) Flujo sin
descarga. (¢) Flujo con descarga. Thomas et al.[130].
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autores reducciones de hasta un 50 % del valor de pico de la intensidad turbulen-
cia. El valor 6ptimo hallado experimentalmente es de un 66 % con la aplicacién de
una senal de frecuencia f = 1Hz. Resulta ademas un gasto energético menor a la
aplicacion estacionaria.

En sintesis, el método de control fluidodindmico mediante descargas atin se en-
cuentra en pleno desarrollo, una completa y reciente revision del mismo puede
consultarse en el articulo de Moreau[86].
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Figura 2.17: (a) Comparacion de los perfiles de las componentes de intensidad de
turbulencia ((u'u'),, en la estela cercana x/D=>5. Thomas et al. (2006)[130].

2.4. Conclusiones

Se ha pasado revista a distintos métodos que se encuentran en la literatura con-
cernientes al control del flujo alrededor de un cilindro. La rotacién uniforme y de
oscilaciones, la succién e inyeccion, constituyen los métodos mas difundidos para
realizar el control.

El alto grado de turbulencia anade complicaciones al modelo POD, todavia no
resueltas en la literatura. Por ello, para poder avanzar con el estudio, decidimos
investigar el fenémeno a bajos nimeros de Reynolds.

Por otro lado, parte del trabajo que concierne a esta tesis se dirigié primeramente
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al estudio de la accion de control que ejercen dispositivos del tipo PSD. La des-
carga PSD tiene una fuerte dependencia respecto a la disposicién y tamano de los
electrodos. Existen distancias minimas (~ 25 mm) entre los electrodos para que
la descarga no torne al arco cuando se trabaja a presiéon ambiente. Dada entonces
una escala de la geometria minima de trabajo, para conseguir bajos ntimeros de
Reynolds (Re < 200) la velocidad del flujo de aire debe ser muy baja (~ lem/s).
Comprobamos que la descarga PSD induce viento iénico en una escala de velocidad
(~ 1m/s que introduce modificaciones demasiado importantes al aplicarse sobre
flujos a bajos Reynolds. Por ello, consideramos en nuestro estudio la aplicacion de
la descarga DBD, que permite una mayor modulacién a bajas velocidades.

Destacamos, por iltimo que la accién de control electrohidrodindmica, de recien-
te desarrollo, no conoce atin modelos reducidos que puedan servir a optimizar y
mejorar el control. Asimismo, podemos destacar que la utilizacién de modelos redu-
cidos sobre flujos controlados a partir de datos experimentales, particularmente de
la técnica PIV se encuentra en una etapa de desarrollo inicial. Contamos con el pre-
sente trabajo para contribuir en estos aspectos. En consecuencia, introduciremos
las bases para la construcciéon de modelos reducidos en los siguientes Capitulos.
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Capitulo 3

Descomposicion en modos
ortogonales, POD

3.1. Introduccion

El método Proper Orthogonal Decomposition (Descomposicién en modos ortogo-
nales, POD), conocido también como Descomposicién de Karhunen-Loeve, Des-
composicion en valores singulares, Analisis de componentes principales, sive esen-
cialmente para la identificacién y la construccién de modelos reducidos que pro-
porcionan descripciones aproximadas de problemas dinamicos complejos. Fue in-
troducido en el contexto de la Mecanica de los Fluidos por Lumley (1967)[77]. Ha
sido utilizado por distintos autores (para una revisién completa véase por ejem-
plo Holmes (1996)[60]) como una manera de obtener descripciones aproximadas
de estructuras de gran escala, o estructuras coherentes, en flujos laminares y tur-
bulentos. La técnica ha sido utilizada en varias disciplinas como por ejemplo el
analisis de procesos estocdsticos, procesamiento de imagenes, analisis de senales,
identificacién de procesos y control en ingenieria quimica, oceanografia, compre-
sion de datos de computacién, como herramienta de busqueda de informacién en
informatica, etc.

A partir de la observacién de un fenémeno fluidodinamico, proveniente tanto de
simulaciones numéricas como de experimentos, la POD reconoce los patrones re-
currentes del mismo. A partir de ello, se construye un modelo de representacion
lineal, que es 6ptimo respecto de todas las representaciones lineales posibles. El
modelo permite la reducciéon de la dimension de las ecuaciones de Navier Stokes
hacia un sistema de ecuaciones ordinarias en el cual puede recuperarse la dindmica
esencial de un escurrimiento.

Sin hipotesis a priori sobre los escurrimientos, la técnica POD consigue represen-
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tarlos como una media y la superposicion de funciones base, o modos, ordenadas
decrecientemente respecto a su contenido de energia cinética.

El modelo resultante de la descomposicién, reproduce las estructuras coherentes
del flujo a partir de los modos espaciales o de combinaciones lineales de los mismos.
En flujos de moderada turbulencia, es posible realizar buenas aproximaciones del
campo de velocidades con un reducido niimero de modos.

3.2. Base POD

A fin de poder construir una base de funciones sobre la cual podamos resumir el
comportamiento de un flujo, es necesario realizar una serie de definiciones. Trabaja-
mos con campos de velocidades u(xy, 22, x3,t), funciones definidas en un dominio
Q). Pueden considerarse todas las dimensiones del problema descriptas en €2, de
modo que un elemento x € €2 puede representar un elemento espacio-temporal
(x1, o, x3,1). Suponemos que los campos u(z) pertenecen a un espacio de Hilbert,
L?(2) de funciones de cuadrado integrable, con producto interno definido por:

(u,v) :/Qu(x)v*(:v)d:v (3.1)

donde v* denota el conjugado complejo de v. La norma en este espacio puede ser
escrita como:

lvll* = (v,0)

En aplicaciones de mecanica de fluidos, considerar las funciones correspondientes
a los campos de velocidades u pertenecientes al espacio L?(£2) es una hipétesis
razonable, pues ello implica, en un espacio y tiempo acotados, que la energia
cinética integrada en el dominio analizado permanece finita. En caso de contar
con funciones vectoriales u(x) = (u1(x), us(x), us(x)), el producto interno se define
segun:

(u,v) = / (w10 + ugvy + uzvy) do (3.2)
Q

Para simplificar la notacion, en los sucesivos desarrollos consideramos campos es-
calares, sabiendo que es simple la extensiéon a campos vectoriales. Asumiremos
también que u son campos reales.

Definimos promedios temporales con la siguiente notacion:

1
N

=1

<U(I1,$27$3,t>> = U(I17'x27x37ti>
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donde N es un nimero de instantes suficientemente grande como para asegurar la
convergencia. Un fenémeno fisico se considera ergédico cuando resultan equivalen-
tes los promedios temporales de una magnitud y los promedios estadisticos de la
misma. Utilizaremos como hipotesis en el andlisis de flujos turbulentos, que éstos
son ergddicos. Considerando una sucesién de muestras de campos de velocidades,
{u™}, podemos afirmar:

(u(e)) = 5 S u() (33

Entre las descomposiciones posibles del conjunto {u(¥)} sobre una base de funciones
{a}, nos interesamos por una que nos permita asegurar que la cantidad ||(u,)]|?
sea la maxima posible. Esto significa que la proyeccién de las {u®)} sobre la base
de funciones {1} sea Gptima en relacién a la energia cinética, entre todas las
posibles bases. Para encontrar una base con estas caracteristicas, nos servimos de
las propiedades de un operador lineal. Para determinarlo, definimos primeramente
la funcién de autocorrelacion promediada como:

R(z,y) = (u(z)u*(y)). La funcién resulta simétrica si los campos son reales es
decir, si u € R = R(z,y) = R(y, x).

A partir de R, se define al operador R : L*(Q2) — L*(Q) tal que

%wwmwzﬁR@wmw@

Es posible demostrar que este operador, de nicleo R(z,y), es compacto y autoad-
junto (ver Apéndice, Teorema [A.4)). De esta condicién surgen ttiles resultados:

I. Los valores propios del operador son reales.

Sea fp = Ap, ¢ # 0, entonces, A(p,9) = Ry, @) = (p,Ry) =
M, ). Luego A= A= XeR

11. Los vectores propios del operador correspondientes a diferentes valores pro-
pios son ortogonales.

SiRp = Ap, Ry = pp y A # p
A, ) = (R, ¥) = (@, RY) = (@, pp) = (o, ) = (e, ¥)
de donde (p, ) = 0.

111. Se cumplen las hipétesis del teorema de Hilbert-Schmidt,

Ver Apéndice (A.7)).
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3.2. BASE POD

Luego, podemos asegurar que existe una base ortonormal del espacio de
Hilbert L?*(Q2) compuesta por los vectores propios ¢, del operador R.

1v. El nicleo R del operador R puede representarse segun:
ry) = > Aipi(x)pi(y) (3.4)

En efecto, si los ¢; son autovectores del operador R:

R [pi(2)] = Nigi(y)

Asimismo, si {¢,} es base ortonormal de L*(f2),
u(z) =) (ulx), gi(x)) pi(w)

Aplicando el operador sobre lo anterior, y en virtud del teorema
de Hilbert-Schmidt:

Rlu(z)] =) (ulx), pi(x)) Rlpi(x)]

%

Rlu(@)] =) (u(@), i) hipi(y)

7

Desarrollando el producto interno en L?(f2),

Z / 2)dzhipi(y)
B /Q Z pi(x)Nipi(y) u(z)dz

R(z,y)

A raiz de la simetria de la funcién de autocorrelacién R, puede asegurarse que el
operador es semi-definido positivo y los autovalores del operador &, A; > 0.

(R, @) // (y)dye(x)dx
7y —
A= ([ utwetnyiy / u<x>¢<x>dx>
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CAPITULO 3. DESCOMPOSICION EN MODOS ORTOGONALES, POD

A= < 2> >0 (3.5)

Mas adelante se detalla el resultado que permite el intercambio entre
el promedio temporal y la integral espacial. Ver teorema .

/Qu(x)go(x)dx

Para encontrar los vectores propios del operador se plantea el problema:
Re = Ap

Es decir,

/Q (u(e)uly)) o(y)dy = Ap(x) (3.6)

Resolviendo podemos contar con una base ortogonal para L?(£2). Es posible
escribir:

o0

u(zr) = Zaigoi(x) (3.7)

i=1
Llamando a; = (u(x), ¢(z)). La construccién de la base de funciones ¢(x) proviene
de conjuntos de datos {u*} que surgen de problemas particulares de escurrimientos.
Es por ello que suele denominarse en la literatura base empirica de autofunciones,
asi como al conjunto de autovalores asociados.
La ecuacién se ajusta a la definicion de la serie de Fourier para u. Si la base
{¢n} es ortonormal, los coeficientes a; son los coeficientes de Fourier de u respecto
de ;. Particularmente la base POD se elige tal que sus autovalores se ordenan de
manera decreciente \y > X > ... >\, > ...

3.2.1. Convergencia

Definimos el conjunto S de autovectores tal que los autovalores asociados son
positivos S = {¢; : A; > 0}. De acuerdo con la definicién del operador (3.4)), este
conjunto contiene los elementos relevantes de la base, aquellos que pueden mejor
representarlo. Podemos demostrar que se consigue reconstruir cualquier elemento
que pertenece al conjunto {u(k)} a partir de lo que puede ser generado por el
conjunto S. Para ello, establecemos qué se entiende por igualdad en el espacio
L*(92) respecto de la medida de Lebesgue. Dos funciones f y g son iguales si:

/ |f—g|*dz =0 (3.8)
Q
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3.2. BASE POD

Entonces, sea u € L*(2) una funcién a reconstruir y {¢} la secuencia de autovec-
tores ortonormales en S. La reconstruccion de u es una funcién

us =) (ulz), p5(2))p;(x)

J

Luego, us convergerd a u en el sentido de (3.8]) si:

/ lus — ul*dz =0
Q

De acuerdo a nuestra definicion de medida , ampliada en ([A.6)), esto equivale a:
(llu—usl*) =0 (3.9)

Podemos probarlo desarrollando el miembro izquierdo de (3.9)). Recordando que
trabajamos con campos reales:

(=) = ((u = ug w = ug)) = ((u, ) = 2(u, us) + (us, us)) (3.10)

Como demostramos en el Apéndice [A] podemos intercambiar el orden entre el
promedio temporal y la integracién espacial. Luego, desarrollamos cada uno de los

términos de (3.10)):

((u,w)) = < /Q u(m)u(m)dm> - /ﬂ R(z,z)dz (3.11)
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CAPITULO 3. DESCOMPOSICION EN MODOS ORTOGONALES, POD

De resulta:
—Q/Q [Z%[%(y)]] pj(z)dr = —Q/QZ)\J'SOJ'(??)SOJ(??)dx

De la representacion (3.4) del nicleo del operador, se tiene finalmente:
(—2(u,ug)) = —2/ R(z,z)dx (3.12)
Q
El tercer término de (3.10):

((ug, us)) = </Q [Z(U(I),%(w))w(fc)] [Z(U(ﬂf),%(fv))%(x)] dw>

J 7

=<Z<u, 03)(t, 1) / soj<x>soi<x>d:c>

7:7‘7‘

Por la ortonormalidad de las {¢,},

(s, ) <Z / / u(y)wi<y>dy>
- [ <u<x>u<y>m<y>dy} o)t

Para intercambiar la suma y la integral, debemos asegurar que » . A\;p;(z)p;(x)dx
converge uniformemente.

De la representacion ((3.4)),

ipi(@)eily)| = |R(z,y)]

Como los \; > 0,

ZA |pi(2)ei(y)| = [R(z,y)]
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3.2. BASE POD

Siendo R acotado (A.4):

ZA |0i(z)i(y)| < Sup|R(l’ z)|

Luego se verifica que la suma tiene convergencia uniforme.

((us, us)) Z/ ipi(@)pi(z dw—/ZAmz z)pi(x)ds

(e, 1)) = /Q R(z, v)dz (3.13)

Combinando (3.11), (3.12) y (3.13) se demuestra (3.9). Casi todo elementd]]| del
conjunto {u®} puede reconstruirse como combinacién lineal de autovectores cuyos
autovalores son positivos.

Es posible también probar que cualquier elemento del conjunto de autovectores
relevantes S = {p, : A\, > 0} puede obtenerse a partir de la combinacién de
elementos de X = {u®}. Esta propiedad sirve para demostrar que los autovectores
heredan propiedades del escurrimiento. Es decir, sea ¢, € S, se cumple:

m=_ bl (3.14)
J

Para justificar la expresion, definimos al conjunto formado por todas las combina-
ciones lineales de v/, S; = {_. bju’} para todo v/ € L*(2) y demostraremos que

5125.

L ={¢: (& pn) =0} para todo ¢, : A, > 0.
Sabemos que u/ =Y, a;¢; donde \; > 0. Luego, (§,u’) = 0 y entonces
cualquier combinacién lineal de w’: (£, bju’) = 0. Si § € St=¢e
Si, que implica que S+ C Si-.

Por otro lado, ¢ € Sl = (¢, v!) = [, ¢(z)v! (z)dz = 0.
Luego (v/(y) [, ¢ (a:) (z)dz) = 0. Intercamblando la integracion y el
promedio,

/Q (1 () () () dx =

'En la teoria de la medida, se dice que una propiedad se cumple en casi todo elemento de un
conjunto, cuando alli donde no se cumple la medida es nula. En nuestro caso, la medida definida
por . En la practica, podemos considerar este tipo de elementos como aquellas observaciones
alejadas de la secuencia de estados fisicos (u*).
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De (]3.6)),

RC=0
Lo que implica que para todo A\; > 0, ({,¢;) = 0. Resulta entonces
St c St

Finalmente S+ = Sy S; = S.

Entre las propiedades que se heredan a partir del conjunto de funciones de un
escurrimiento X = {u®}, destacamos que si éstas corresponden a un campo de
divergencia nula, caso de flujo incompresible, las ¢,, también lo serdn. Asimismo,
las condiciones de borde de los campos se repiten en los autovectores, por ejemplo,
la condicién de no-deslizamiento y de superficies impenetrables, es decir u,, = 0
en las paredes de cuerpos.

3.2.2. Base ()ptima

Queda por verificar que la base {¢} resulta éptima frente a cualquier otra base de
L?(2), de forma que es maximo ||(u, ¢)||>. Equivale lo anterior en nuestra medida
del espacio L*(Q) a:

(w@)ff) = max — (|(u,9)*)

ger2(@),jp)=1

Si examinamos la descomposicion de la velocidad v en una base ortonormal cual-
quiera, la energia cinética promedio puede ser cuantificada con la expresion:

) e

:% <Z bib; /Qwiwjda:> = %Z (bib;)

(2

donde los b; son los coeficientes de Fourier de u en ;. Tenemos asi escrita la
energia cinética contenida en funcién de los coeficientes de la base. En particular,
cuando utilizamos la base POD, 3 ( [;, uudz) = § 3", (a;a;). Podemos asi relacionar
la energia cinética contenida en el escurrimiento con la suma de los autovalores
del operador . En consecuencia, podemos conocer el contenido energético de los
primeros n modos de la descomposicién a partir de la suma de los primeros n
autovalores.

Recuperando el resultado de (3.5)),

Z <aiai> = Z Ai

7 7
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3.2. BASE POD

Puede demostrarse que para las primeras n funciones base se cumple:

n

Z (aia;) = Z Ai > Z (bib;) (3.15)

i=1

Es decir, la base POD es 6ptima dentro de la clase de representaciones mediante
superposiciones lineales, las primeras n funciones bases POD capturan igual o més
energia que las primeras n funciones de cualquier otra base.

Para probarlo, considérese el subespacio de L*(2), S, generado por un conjunto

ortonormal de funciones: S = gen{ty,...,1,}. Sea Ps el operador de proyeccién
sobre S.

n

Po(u) = (v, u)h;(z) = Z bjth(x)

=1

Si aplicamos el operador R sobre un elemento de S:

Ret)a) = [ 3 (bbb )i o)y

ij=1

=3 Gty vite) [ sy

ij=1
1 j=k
0 j#k

>

= Z (bib) ()

El resultado asegura que Rpy(,) es un operador de S en S. Como S tiene dimen-
sion finita n, ésta es la cantidad de autovalores del operador proyectado, que son
algunos de los autovalores del operador . Dado que los autovalores de ) se hayan
ordenados de mayor a menor, podemos asegurar que la traza del operador proyec-
tado, que es la suma de sus n autovalores, es menor o igual que la suma de los
primeros n autovalores de R.

n

tr(Rpy(w)) = suma de sus n_autovalores < Z i

-~

p-ej Aa+As+..+ =1

Resta por probar que la traza de Rpg) = > iy (bib;). Para ello calculamos:

wov) = [

Q

(/Q R(%?/)%(y)@) bi(z)dz
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Como R(x,y) = Z (bibj) Vi) ;(y)

Luego, reemplazando y por la ortonormalidad del conjunto de las v;:

R 0) = Y 0} [ sy | vaitalde = (b

i,J
Entonces: . .
Z(%zb, V) = Z (bib;) = traza de Rpy () (3.16)

=1 =1

Con lo que queda demostrado ({3.15)

3.2.3. Modos espaciales y temporales

En la definicién de nuestro espacio de Hilbert L?(2) hemos considerado para el
desarrollo que las dimensiones espaciales y de tiempo se confunden en una séla va-
riable x. Los productos internos en €2 son entonces integrales sobre las dimensiones
tanto espaciales como la temporal. En vista del desarrollo de modelos reducidos
de la ecuacién de Navier Stokes, buscaremos solamente una base de funciones es-
paciales. Luego, los coeficientes a; son dependientes del tiempo, y el campo de
velocidades puede escribirse segun:

u(z,t) = a;(t)ei(x) (3.17)
Por esta razén se reconocen los modos temporales a; y los modos espaciales ¢; de
la descomposicién.

3.2.4. Implementacion

En la practica los datos se obtienen discretizados en tiempo y espacio con lo cual
la ecuacién integral se reduce a un problema estandar de autovalores. En
este caso, la POD es equivalente a la descomposicién en valores singulares de
una matriz. La matriz se construye considerando las observaciones del campo de
velocidades u(x;,t;), donde z; es una coordenada espacial y ¢; una secuencia de
instantes.

ﬁgl) ﬁ§2) ﬁgM)
a @ @
u: . . .
ay ) .ay”

29



3.2. BASE POD

Donde N es la cantidad de puntos de la grilla de coordenadas espaciales y M es el
numero de observaciones. Si u;; representa la matriz de la componente horizontal
de la velocidad y v;j, la componente vertical, se define la matriz

c=ulu+ v (3.18)

de modo que su descomposicién en valores singulares proporciona las funciones
base. Siendo ¢ por construcciéon una matriz cuadrada simétrica, la formulacién
coincide con el problema de diagonalizacion de c. Es decir:

c=UXU"

Donde U representa una matriz de autovectores y ¥ la matriz diagonal formada
por los autovalores de c ordenados de mayor a menor.

Observamos que el problema de calcular los autovalores de es equivalente
al de hacerlo sobre una matriz d = wu” + vv”. La eleccién dependrd entonces del
tamano, de evaluar la magnitud de M comparado con V.

En dimensién infinita, Sirovich|[I18] demostrd este resultado que se conoce como
método de Snapshots. La cantidad de instantaneas del escurrimiento, snapshots,
se compara con la cantidad de puntos que posee la grilla espacial de las mismas.
En relacion a ello se acomoda el calculo de .

Luego, los autovectores de ¢ corresponden a los modos temporales del flujo, a;(t;).
De sabemos que los modos espaciales pueden expresarse como combinaciéon
lineal de las observaciones. En consecuencia, los ¢;(z) se obtienen segin:

i) = ailty)u(z, ty) (3.19)

k=1

En forma similar, para la matriz d, su matriz de autovectores se compone de las
modos espaciales ¢;(x). Las funciones temporales a;(¢;) se calculan de la proyeccién
de cada una de las observaciones u(z; ... xx, t;) sobre cada una de los autovectores.

Ejemplo de aplicacion A modo de ilustracion de las herramientas descriptas
para el andlisis de datos de mecdnica de fluidos, se presenta en la Figura [3.1f(a)
una instantéanea tipica para el escurrimiento en la estela de un cilindro a Re = 125.
Los modos més energéticos, la Figura[3.1(b) muestra el primero de ellos, se calculan
a partir de (3.18). Dado que los modos espaciales se construyen ortonormales,
es posible mediante lineas de corriente simplificar su representacion. Asimismo
se representa el modo temporal asociado (Figura [B.1j(c)), a1(t), resultado de la
proyeccion del campo de velocidades instantaneo sobre el modo 1.
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Figura 3.1: Ejemplo de Aplicacién del método POD.. (a) Campo de velocidades
instantédneo del flujo alrededor de un cilindro. Re=125. (b) Primer modo espacial
ortonormalizado. (¢) Modo temporal correspondiente.
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3.3. Conclusiones

Hemos desarrollado a lo largo del capitulo, las bases de la técnica POD, una
herramienta para el analisis y el modelado de escurrimientos. Permite reconocen
estructuras coherentes de un flujo de acuerdo al contenido de energia cinética que
contienen, tal como se detallé en [3.2.2] El desarrollo del método se ha realizado
desde un planteo dentro de la teoria de Espacios de Hilbert, a fin de conservar
la mayor generalidad sobre los problemas que nos interesan. Vinculamos asi el
concepto de observacion de un escurrimiento con el de poseer, en un instante, una
solucién de la ecuacién de Navier Stokes, elemento de un espacio L*(2). En relacién
a ello, se estudiara en el siguiente capitulo la construccién de modelos reducidos.
Por ltimo, la descripciéon de método sobre un contexto matricial, posibilita la
implementacion computacional y el trabajo con datos de observaciones que pueden
provenir tanto de la simulacién numérica como de la experimentacion. Veremos en
los proximos capitulos, resultados conseguidos con la ayuda del método POD.
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Capitulo 4

Sistemas dinamicos de orden
reducido

4.1. Sistemas dinamicos

4.1.1. Introduccién

El concepto de sistema dinamico tiene sus origenes en la mecdnica newtoniana.
La ecuacion de Newton aplicada sobre un conjunto de masas puntuales permite
conocer el estado inicial y la evolucién del mismo. Més generalmente, el estudio
de sistemas dindmicos, involucra toda relacion fija que describe la dependencia
temporal de un conjunto de variables cualesquiera. La relacién estd dada por un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que permiten la construccién de mo-
delos matematicos deterministicos. A pesar de que algunas definiciones extienden
el analisis a ecuaciones en derivadas parciales, a la inclusion de efectos estocasticos,
nos limitamos al citado dominio como fue desarrollado en [60][22].

Una caracteristica esencial del concepto de estado de un sistema dinamico es que
debe contener toda la informacién sobre el pasado del sistema que sea relevante
en su comportamiento posterior. En términos matematicos, todo sistema dinami-
co debe plantearse como un conjunto de ecuaciones a lo sumo de primer ordenﬂ
Las variables dependientes de estas ecuaciones son llamadas variables de estado.
Aquellas variables que participan de las ecuaciones, definidas externamente, se
denominan de entrada o bien, desde el punto de vista newtoniano, de forzado.
Resumimos entonces:

xzzfz(xl,xn,ulum,t) 1€1...n (41)

IPodria caber entonces también como definicién de sistemas dindmicos, el estudio de ecuacio-
nes diferenciales de primer orden aplicadas a la fisica, a la quimica a la economfa, etc.
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consituye un sistema de n variables de estado x;, con un conjunto de m variables
de entrada u; realacionadas mediante n funciones de estado f; que en forma gene-
ral son no lineales. El sistema es funcion explicitamente, en este caso, del tiempo.
Cuando la relacion es implicita, los sistemas se denominan auténomos. La mayor
parte de los problemas de apliacién corresponde a sistemas auténomos y ain es
posible, agregando ecuaciones, transformar todo sistema dinamico en un sistema
dindmico autonémo.

La existencia y unicidad de las soluciones de los sistemas se aseguran imponiendo
restricciones a la forma de la funcién de estado f = (f; ... f,). La continuidad de
f respecto a x = (z1...2,) y a t garantiza el resultado. Una vez que es posible la
resolucion de , dado un estado inicial xg, es posible determinar una coleccién
de estados posteriores, que se denomina trayectoria del sistema. Conforme a la
propiedad de unicidad, la trayectoria, u orbita, es una curva que no puede inter-
sectarse consigo misma.

Si se suprimera la dependencia de un sistema respecto de la entrada u = (uy . .. up,),
o bien se considera una entrada fija, las ecuaciones diferenciales de estado para un
sistema autonomo pueden escribirse como:

% = f(x) (4.2)

El conjunto de las trayectorias posibles de esta ecuacion proporciona una descrip-
cién geométrica del comportamiento del sistema. El diagrama en el cual se grafican
las variables de estado unas en funcion de otras se llama diagrama de fases del sis-
tema. Aunque la interpretacion geométrica se limita a las 3 dimensiones, es posible
analizar sistemas de mayor orden mediante diagramas de fase parciales a fin de
establecer relaciones dinamicas entre las variables.

4.1.2. Puntos de equilibrio y ciclos limite

Los puntos de equilibrio de un sistema auténomo se definen como aquellos que
cumplen:

f(x) =0 (4.3)

También son llamados puntos singulares pues, aparentemente, de su definicién se
desprende que més de una trayectoria puede conducir a un mismo punto. Esto
no es del todo exacto pues aquellas trayectorias que tienden hacia un punto de
equilibrio no lo alcanzan rigurosamente sino que se aproximan asintoticamente.
Si bien consideramos que f es una funcién no lineal, es una herramienta del andlisis
no lineal la linealizacion de la funcién de estado en el entorno de un punto de
equilibrio x.. La aproximacion conduce a:

%(AX) = AAx (4.4)
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donde A es la matriz jacobiana de f evaluada en x. y Ax los incrementos de la
variable de estado.
La naturaleza del equilibrio en x. se relaciona con las propiedades de la matriz
A. Las soluciones del problema linealizado se hayan en efecto vinculadas por la
siguiente expresién?}

Ax = ' Ax, (4.5)

Se deduce que los autovalores de A definen el tipo de equilibrio del sistema. Se
construye una clasificacion de acuerdo a la representacion en un diagrama de fases
del comportamiento en el entorno de un punto de equilibrio. El siguiente cuadro
resume las caracteristicas posibles de un sistema linealizado:

Nodo estable | Autovalores reales y negativos;
Nodo inestable | Autovalores reales y positivos;
Foco estable | Autovalores complejos conjugados, con parte real negativa.
Foco inestable | Autovalores complejos conjugados, con parte real positiva.
Punto silla | Autovalores reales y de signo opuesto.
Centro | Autovalores complejos conjugados de parte imaginaria pura.

Cuadro 4.1: Clasificaciéon de puntos de equilibrio en un sistema linealizado.

En la Figura [4.1] se grafican diagramas de fase correspondientes a algunos de estos
casos. Los diagramas permiten conocer el estado a largo plazo del sistema, por
ejemplo en la Figura ), el sistema tiende asintéticamente a ser representado
por un unico punto, el punto de equilibrio x.. En mecanica newtoniana, este caso

2Si A es una matriz diagonal:

aq 0 0

0 a9 0
A= ,

0 0 an

e 0 0
0 e 0
et = .
0 0 etn

Esto permite también utilizar la funcién exponente sobre matrices diagonalizables. Si A =
UDU~! y D es diagonal, entonces e = UePU~!. Véase un desarrollo detallado en [84].

65



4.1. SISTEMAS DINAMICOS

Figura 4.1: Clasificacién de puntos de equilibrio. a) Nodo estable. b) Foco inestable.
¢) Nodo inestable. d) Punto silla.

podria corresponderse con el de un sistema sobreamortiguado. Asimismo, un sis-
tema con un punto de equilibrio centro, puede asimilarse con el de un oscilador
arménicdﬂ Cada uno de los estados estables puede identificarse con el comporta-
miento alrededor de un sélo punto.

Cémo se habia presentado en [1.3] el escurrimiento alrededor de un cilindro para
bajos niumeros de Reynolds puede ser interpretado bajo la éptica del analisis de sis-
temas dindmicos. En consecuencia, para Re < 49 sabemos que el sistema responde
a una solucién estacionaria en sentido estricto, ninguna porcion del escurrimiento
es funcion del tiempo. Podemos pensar entonces que el estado del sistema a lar-
go plazo temporal, en un entorno de un punto de equilibrio, corresponde a dicha
soluciéon. Ante alguna perturbacién externa, el sistema responderia retornando al
punto de equilibrio que toma la forma de un nodo estableﬂ

En sistemas de dos o mas variables de estado, es posible la apariciéon de un compor-
tamiento periddico. En el espacio de las fases, el comportamiento se caracteriza por
la aparicion de trayectorias que toman la forma de curvas cerradas. Estas trayecto-
rias reciben el nombre de ciclos limite. El teorema de Poincaré-Bendixon establece

3Por ejemplo un resorte ideal sin friccién.
4Es posible también que el sistema retorne como un foco estable si la perturbacién es amor-
tiguada con un transitorio més largo.

66



CAPITULO 4. SISTEMAS DINAMICOS DE ORDEN REDUCIDO

las condiciones de existencia y estabilidad de los ciclos limite. Su enunciado dice
que "si una region acotada y cerrada del espacio de las fases no contiene ningin
punto de equilibrio y tiene la propiedad de que toda trayectoria que comienza en
ella nunca la abandona, entonces, la regién contiene al menos un ciclo limite”.
Volviendo al flujo alrededor de un cilindro, reconocemos en el régimen de despren-
dimiento laminar de vortices a un sistema de comportamiento peridédico que se
encuadra bajo la definiciéon de ciclo limite. Si analizamos el flujo bajo la teoria de
POD, las variables de estado en este caso corresponden a los modos temporales
del escurrimiento.

Es de interés el analisis, en el marco de nuestro estudio, de parametros que modi-
fican la naturaleza del sistema dinamico. Esto equivale a:

x =f(x,n) (4.6)

donde 7 es un parametro que modifica a la funciéon f o, en la version linealizada,
a la matriz A. Cuando el parametro es capaz de cambiar el tipo de estabilidad
del sistema, se lo denomina parametro de bifurcacién. Como adelantamos en el
Capitulo [1} el nimero de Reynolds es un pardmetro de bifurcacién para el escu-
rrimiento alrededor de un cilindro. Alli senalamos que el proceso de cambio de
estabilidad de un sistema dindmico desde un punto fijo a un ciclo limite estable se
denomina bifurcacién supercritica de Hopf.

Presentadas éstas definiciones y herramientas de sistemas dindmicos, estudiaremos
a continuacion las formas de plantear en este marco problemas de la mecanica de
fluidos, que se rigen segun la ecuacién de Navier Stokes, no lineal y a derivadas
parciales.

4.2. Proyeccion de Galerkin

El método de proyecciéon de Galerkin consiste en convertir una ecuacion diferencial
en derivadas parciales, o una ecuacién ordinaria infinito-dimensional, en un con-
junto finito de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para ello, es necesario proyectar
las funciones que componen la ecuacion original sobre un subespacio de dimension
finita. Suele referirse en la literatura como funciones de prueba a las funciones que
generan dicho subespacio.

En nuestros problemas fluidodinamicos, esto significa proyectar los elementos del
espacio L?(2) sobre un subespacio definido por un conjunto finito de funciones. De
acuerdo a nuestro desarrollo, las funciones 6ptimas para realizar esta proyeccion
resultan las autofunciones que provienen de la descomposicién POD. Remarcamos
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que, a diferencia de otros desarrollos numéricos utilizados en la mecanica compu-
tacional, el origen de nuestras funciones de prueba es puramente experimental.
Mas an, se encuentra ligado a la nocién de estructura coherente(1.6.1)) que hemos
adoptado, tal como se demuestra en ([3.2.2).

Tratando la ecuacién de Navier Stokes con la proyeccién de Galerkin, resulta un
problema infinito dimensional. Es entonces necesario realizar un truncamiento de
los modos que participan de la dinamica del problema. Esto conduce a problemas de
estabilidad de los sistemas de orden reducido que pueden ser resueltos de distintas
formas. Se desarrollara, entonces, en lo que sigue, el planteo y la resolucién de
sistemas dindmicos aplicados a nuestro estudio fluidodinamico.

4.2.1. Formulacion de sistemas de orden reducido

La dinamica de un flujo incompresibles se haya gobernada bajo las ecuaciones de
Navier Stokes:

ou 1
X i Vi-d= —-Vp+ vV + f, (4.7)
ot p

Y la ecuacién de conservacion de la masa:

Voi=0 (4.8)

Donde 4 = (u,v,w) = u es la velocidad, p, la presién,p, la densidad y v la visco-
sidad cinematica.

Resumiendo en un operador diferencial no lineal F las derivadas sobre u, las
ecuaciones pueden reescritas bajo la forma:

— = F(u) u=u(x,t),t>0,x € (4.9)
El problema cumple con condiciones de borde,
B(u(x,1) = f(x,1),¢ > 0,x € 0

y se completa con condiciones iniciales u(x, 0).

Reemplazando en (4.9)) el resultado de la descomposicion del campo u definida en
, y proyectando sobre cada una de las funciones base, se llega a un sistema
de ecuaciones ordinarias de dimensién infinita sélo sobre la componente temporal
del escurrimiento:

% Z ai(t)pi(x) = F (Z az‘@)@i("))

i 7

(Z ©i(x) daéiﬂ,@i) = (.7-" (Z ai(t)SOi(X)) 790i>

i
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dai
dt

El operador F' resulta de la proyeccion del operador F sobre cada una de las
funciones base gzﬁ(x)ﬂ Se supone que es una representacion exacta de las
ecuaciones de Navier Stokes. Las condiciones de borde se verifican por la propiedad
heredada de las funciones base como se demostré al final de 3.2.11 Las condiciones
iniciales pueden elegirse de cualquiera de las proyecciones del campo sobre las
funciones base.

Como en la préctica se trabaja con representaciones aproximadas, si denotamos a
como un vector de dimension finita de s componentes, el sistema queda:

= 4; = F(a) (4.10)

a=F(a)

Puede demostrarse [60] que el error entre la solucién del sistema aproximado y el
sistema exacto tiene la forma:

e(t) = [5(0) + %} el (4.11)

Donde las constantes K y L no pueden estimarse a priori de la resolucion de un
problema. En general, se cuenta con un error que crece de manera exponencial y
el esquema de calculo necesita suposiciones adicionales sobre la naturaleza de las
soluciones. Antes de abordar el problema, detallamos la obtencién del operadmﬁ
F(a).

La construccion del operador F depende de la formulacion que se elija para las
ecuaciones de Navier Stokes. De acuerdo a la naturaleza de los datos que se dis-
pongan y de la aplicacién del modelo, convendra adoptar uno u otro esquema. Se
distinguen: la formulacion en velocidad presién, basada en el campo de velocida-
des totales, o basada en el campo de velocidades fluctuantes; la formulacién en
vorticidad.

Formulacién en velocidad-presion sobre el campo total

Las ecuaciones de Navier-Stokes se escriben de la manera siguiente:

1
@JrVu-u:—ijL—
Re

2
> V2 (4.12)

L2(Q).

5En adelante consideraremos como notacién z =x,z € Qy u €
F.

=u
6En lo sucesivo, llamamos al operador de dimensién finita F(a) =
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Efectuando la proyeccion de Galerkin de esta equacion sobre la base resultante de
la descomposicion POD del campo de velocidades total,

dCLZ‘ 1
J J k

En esta ecuacion, el término de presién es una incégnita que no puede expresar-
se directamente en términos de los coeficientes temporales. Por la propiedad de
divergencia nula de las funciones base ; (3.2.1)):

/V(psai)dx = / ©iVp 4+ pVds = / ©iVp = (i, Vp)
Q Q Q
Podemos escribir en virtud del teorema de Stokes:
(.0 = [ (gl (4.14)

Donde 62 es la curva que delimita la superficie €2 y dl es normal a la frontera 6.
Este término entonces puede ser calculado directamente si la presion es conocida,
que puede ocurrir si trabajamos sobre datos provenientes de simulaciones numéri-
cas. Por otra parte, segtin las condiciones de borde que adopten los problemas
a estudiar, puede anularse. En otros casos, la formulacién en términos de
vorticidad permite evitar el calculo.

Formulacién en velocidad-presion fluctuantes

La descomposiciéon de Reynolds se utiliza a menudo en el modelado de la tur-
bulencia. Consiste en escribir las ecuaciones de Navier Stokes considerando a la
velocidad como la superposicién de una componente promedio u,, mas otra fluc-
tuante u’: u(x,t) = uy,(x) + o/(z,t). Aplicando esta descomposicién, después de
proyectar la ecuacion resultante, aparece un término adicional sobre el sistema
anterior, (ax(t)a;(t)),. El modelado de este término se ha realizado de distintas
maneras:

» Evaluando el término a lo largo de la integracién numérica de (4.10)) mediante
un promedio temporal de los pasos de tiempo ya calculados[13].

» Imponiendo la condicién de no correlacién de las a;(t), asi resulta
(ak(t)a;()m = Ajok;.

» El cardcter estacionario del campo promedio u,,, permite demostrar [94] que
el término adicional corresponde a:

(0um)m = 0= (F(u) = ) (ar(t)a;(t))mV (p508)

ot T
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El esquema de mantener la superposicion entre la media temporal y modos fluc-
tuantes tiene por desventaja que se fuerza el desacople entre ellos.

Formulacién en vorticidad

Segun la idea de Rempfer[106], puede deducirse el sistema dindmico que representa
al escurrimiento utilizando la ecuacion de transporte de la vorticidad.

Ow 1,
E—O—Vw'U—Vuwu—i—EVw (4.15)

La vorticidad w puede escribirse en términos de la base POD. Efectivamente, si
definimos ¢;(z) = V X ¢;(x), puede proyectarse sobre este conjunto de
funciones. Obtendremos asi un sistema de orden reducido pero la definicién de las
1; adoptada no garantiza su ortonormalidad.

Si consideramos solamente flujos bidimensionales, como los que se analizaran en
el presente trabajo, Vu - w es nulo. Aplicando la descomposicién de Reynolds en
este caso, y proyectando sobre el conjunto de la v); se obtiene un sistema del tipo:

da; .
; mik% =1+ g Liray + ; CijkQ;ak (4.16)

donde los coeficientes se definen segtin:

ik = Wrd 4.17
Mg, /wak x (4.17)
Q

ii = Z )\jcjji (420)
J

4.2.2. Inclusién del modo cero

Hace algunos anos Dusek et al.[36] propusieron representar toda magnitud hidro-
dinamica en flujos de estela periédica como una superposicion de un flujo base
y la superposiciéon de modos normales. Varios autores[146][08][87] han continuado
este modelo aplicdndolo a distintos casos. El trabajo de Noack et al.[87] detalla la
construccién de un modelo reducido mejorado a partir de la inclusion de un modo
cero o base en el escurrimiento alrededor de un cilindro para Re > 49. En dicho
trabajo, Noack se sirve de datos provenientes de DNS para construir sus funciones
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empiricas de POD a las cuales se agrega un modo proveniente de la solucién esta-
cionaria inestable de la ecuacién de Navier Stokes. La solucién base u, corresponde
al problema resuelto con DNS cuando ninguna perturbacion numérica participa
de los cédlculos. Otra forma de lograrla es imponiendo condiciones de borde que
fuerzan el resultado, por ejemplo la componente vertical de la velocidad v = 0 a
lo largo del eje de simetria del flujo. Cuando Re < 49 la solucién base coincide
naturalmente con la solucién completa de Navier-Stokes.

Una vez conocida la funciéon ug, se procede a incluirla en el modelo a partir de una
construccién del tipo Gram-Schmidt de la base de funciones POD. Fisicamente,
el sistema contiene asi una de las posibles soluciones cuando las perturbaciones,
representadas por los modos POD se anulan completamente. EI modelo fue tes-
teado en [87] y mejoré notablemente, frente al modelo que sélo incluye la media
y las perturbaciones[34], la prediccién de estados transitorios. Asimismo, con un
analisis de estabilidad los autores logran determinar con un modelo reducido el
punto de bifurcacion de Hopf a Re ~ 49. En el trabajo realizado sobre nuestros
datos, hemos incluido la prueba de este modelo pero sin observar mejoras noto-
rias. La complejidad que introduce la naturaleza experimental de nuestros datos
es probablemente la razon de la dificultad de adaptar el método.

4.2.3. Sintesis

Como se ha expuesto, la construccién de los sistemas de orden reducido conduce a
un sistema de ecuaciones ordinarias no lineales, de forma lo sumo cuadratica. De
manera general, resumimos este sistema a:

dak(t) ' s s s
dt = F(ak) = 1k + Zl likai + Z Z aicz-jkaj k=1---s (421)

1=1 j=1i

La obtencién de los coeficientes de las ecuaciones varia de acuerdo al planteo
que se realiza. El sistema necesita, en general, de condiciones adicionales para
garantizar su estabilidad como se discutié con la ecuacién (4.11)).

4.3. Hipoétesis de cierre

4.3.1. Truncamiento

El truncamiento realizado en pos de la reduccién del sistema elimina la presencia
de modos que, pese a no poseer una elevada energia cinética respecto a los conser-
vados, contribuyen a la estabilidad del modelo.

Desde un punto de vista fisico, los modos descartados se hallan asociados a las es-
tructuras mas pequenas del flujo, responsables de mecanismos de disipacion de la
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energia acumulada %

modos

Figura 4.2: Energia cinética fluctuante acumulada en una descomposicion POD.

energia del sistema. Al no tener en cuenta la influencia de los modos descartados,
se obtienen modelos de soluciones incapaces de disipar la energia contenida en los
modos conservados, por ello, inestables. Esta posibilidad de inestabilidad se hace
mas importante a medida que la fraccion de energia descartada se hace mas grande
respecto a la conservada, situacién que corresponde al estudio de problemas con
numeros de Reynolds elevados donde la turbulencia es mas acentuada.

Como criterio de truncamiento hemos adoptado primeramente la idea aceptada
mayormente de conservar un porcentaje de energia cinética fluctuante por encima
de un determinado umbral. Para ello, y en relacion con la ecuacién , si con-
tamos con M observaciones de un flujo, seleccionamos una cantidad de s modos
capaces de retener ¢:

S
£ = Z—Ajl (4.22)
2im1

En nuestras aplicaciones el valor de ¢ ronda el 90 %. La Figura presenta los
resultados correspondientes al ejemplo del escurrimiento alrededor de un cilindro
cuyo campo se ilustra en la Figura|3.1
Hemos contemplado ademas, como criterio de inclusion de modos, conservar aque-
llos cuyas funciones temporales a;(t) originan trayectorias distinguibles de un mero
ruido. Graficamos para ello, diagramas de fase en la Figura [4.3] Sobre el mismo
ejemplo anterior, se agrega la informacién concerniente a la coherencia de la tra-
yectoria.
Una vez decidido el nimero de modos a incluir, para estabilizar los modelos re-
ducidos existen varias propuestas. La forma mas sencilla consiste en el agregado

de una viscosidad turbulenta suplementaria que permite modificar los términos
lineales (4.2.3)) y asi estabilizar el sistema dindmico como se describe en [60]. Esto
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At

Figura 4.3: Diagramas de fases. En a), b), ¢) se distinguen trayectorias para el
sistema dindmico. En d), el ruido de las observaciones no permite retratar una
trayectoria coherente.

significa modelizar la accién de los modos descartados mediante una disipacion
artificial de los modos conservados en el sistema. Ejemplos de ello vemos en los
trabajos de Aubry et al[S], Cazemier et al.[20] y Braud [16]. En el primer caso,
Aubry plantea la ecuacion de Navier Stokes en una capa limite y divide las com-
ponentes del flujo como una media, el flujo fluctuante coherente y las fluctuaciones
incoherentes. El autor consigue una expresion analitica para la estimacion de una
viscosidad turbulenta, o término de amortiguacion, vy anadida a la cinematica
para modelar los modos no incluidos. En el trabajo de Braud, por otra parte, se
trata al problema como encontrar la estabilidad de un sistema dindmico a partir
de vy como parametro de bifurcacién. El parametro se introduce en el sistema
hasta lograr que el mismo no tenga soluciones ni divergentes ni triviales. Cazemier
et al. proponen la misma modificacién pero solamente actuando sobre los térmi-
nos diagonales de la matriz de coeficientes lineales L. El ajuste del parametro de
amortiguacion asegura que el modelo quede siempre disipativo.
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Otra forma de estabilizar el sistema fue propuesta por Vigo[127]. La correccién de
los términos de la ecuacién dinamica se basa en la estimacion de una viscosidad
turbulenta que varia en el espacio. Asi, aprovecha la informacién espacial y no
afecta en forma global al sistema. En este camino, en [24], Couplet et al. estu-
dian la transferencia de energia entre los diferentes modos de POD y proponen la
utilizacién de un modelo de viscosidad artifical dependiente del orden de los mo-
dos interactuantes. Asimismo, los autores se sirven de la técnica de identificacién
polinomial que a continuacién describimos.

4.4. Identificacion Polinomial

Los coeficientes iy, li, c;jr se obtienen, como hemos visto, de la proyeccién de
las ecuaciones originales sobre la base POD. Esto supone el conocimiento de un
conjunto de observaciones de campos de velocidades y de presiones o bien de vor-
ticidad. Asimismo, en el calculo intervienen productos internos y las derivadas
espaciales de las funciones bases, que amplifican el ruido numérico.Si se trabaja
con campos que provienen de medidas experimentales, aparece el error inherente
ala técnicaﬂ y, ademas, la resolucién espacial puede resultar insuficiente. Cuando
se siguen esquemas de calculo de coeficientes matriciales como los expuestos en la
ecuacién, la determinacion de derivadas de hasta segundo orden y la multi-
plicacién de estos términos se traduce en un mayor error que se anade al intrinseco
de la proyeccién de Galerkin (definido en la ecuacién . Todo esto conduce a
una estimacién demasiado ruidosa para generar un modelo confiable.

Diferentes métodos han sido desarrollados para modelizar la dinamica de los modos
POD y evitar el célculo directo de los coeficientes del sistema dindmico obtenido
mediante la proyeccién de Galerkin. Verdet[126] desarrolla el método de indenti-
ficacién polinomial en el andlisis de jets turbulentos. Braud(2000)[I5] presenta la
técnica analizando el sistema dindmico de Lorenz, logrando la reconstruccién del
mismo a partir del muestreo de sus modos temporales. Mas adelante, Couplet et
al.(2003)[23] estudian la misma herramienta a la cual anaden la minimizacién de
la funcién cuadratica y el planteo de un problema de control estatico para refinar
el modelo reducido de un flujo 3D de un escalén. Perret(2004)[94][95] utiliza la
técnica de identificacién polinomial en el estudio del acople entre experiencias y
calculo numérico de escurrimientos en capas de corte. Afirma Perret que medidas
provenientes de PIV pueden sera analizadas en este contexto si es posible disponer
de un numero suficiente de valores de coeficientes temporales a(t) y de sus deriva-

das d_a

dt’

"Véanse sus detalles en
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4.4.1. Implementacién

La ventaja del método de identificacion polinomial no es sélo evitar los errores
numéricos al tratar datos experimentales sino también en proporcionar una forma
sin hipétesis a priori, de modelizar los términos correspondientes a la accién de los
modos no incluidos en el sistema. El principio es construir un sistema lineal donde
las incdgnitas son los valores de los coeficientes matriciales de la ecuacién [4.21] Se
obtiene la solucién del sistema lineal como aquella cuyo error cuadratico medio es
el minimo.

En el calculo de los coeficientes D;, L;j, Qi; intervienen los productos internos de
los modos espaciales y de sus derivadas; por lo tanto, cuando la resolucién espacial
es insuficiente, su determinacién puede efectuarse segiin el iltimo enfoque, que
evita el calculo directo.

Consideramos la construccién de un sistema lineal con incégnitas D;, L;;, Qijr y su
resolucion en el sentido de cuadrados minimos [23], [94].

da’ >
La ecuacién (4.21)) puede describirse de la forma d—i = Z 1 Pp(a',. .. a*) donde
k=1

x), representa a cada incognita y Py representa a un polinomio de grado menor o
igual a 2.
Como con los datos con los cuales trabajamos hay buena resolucién temporal,

. .y da;
tenemos una buena aproximacion de I
Definiendo,
X=(1Lyp oo L oo oo Cygp )"
1 a;(t1) a;(tr)ak(t1)
1 ... a;(t coooai(to)ag(t
A= j(. 2 . it 2). +t2) , (4.23)
1 ... aj(tM) aj(tM)ak(tM)
. : : T
B = ( aj(t1)7 (lj(tQ), aj(tM) )

consideramos resolver el sistema AX = B en el sentido de cuadrados minimos.

4.5. Método de Asimilacion

4.5.1. Principio de la asimilacién de datos

La Asimilacion de datos es una técnica que permite realizar la estimacién sobre el
dominio del tiempo de un conjunto de variables de estado que representan un siste-
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ma dindmico. Este escenario comparte el mismo objetivo que los filtros de Kalman
utilizados en esquemas de filtrado recursivdﬂ. Son necesarias condiciones iniciales
del sistema, una ley de ruido para las variables y las ecuaciones diferenciales que
lo gobiernan. Luego, se ajustan estos elementos a una serie de observaciones del
sistema de acuerdo a:

da
— — F(a) = ((t)
(g(tto) =ap+n (4.24)

Y(t) = H(a) + €(t)

A través del operador F', presentado para nuestro modelo reducido en y en
(4.21]), podemos describir la evolucién del sistema en el intervalo de tiempo [to; tf],
que corresponde al de las observaciones. La diferencia entre F' y el valor de la
derivada temporal sobre a se cuantifica mediante una funcién de ruido {, que se
supone gaussiana y de media nula.

La segunda ecuacién fija una condicion inicial ay para la variable de estado a.
La tultima ecuacion vincula la solucion del sistema respecto de una funcion de
observaciones Y (t), constituida por las medidas susceptibles a error -por ejemplo
si proceden de un experimento- de la variable de estado. Para ello, se dispone de
un operador H que transforma las soluciones a(t) hacia el espacio de funciones
en el que se encuentran las observaciones. En el presente desarrollo, consideramos
que es el mismo, luego H es la identidad. Como en la primera ecuacion, en las dos
ultimas intervienen funciones de ruido blanco gaussianoﬂ y media nula, n y €(t)
respectivamente. En la aplicaciéon numérica, los ruidos se asocian a matrices de
covarianza Q(t,t"), By R(t,t') y se asumen no correlacionadas en el tiempo. Se
define la seudo-inversa de la matriz de covarianza de acuerdo a:

/tf Qt,"Q 't t"dt = (t —t") (4.25)

donde ¢ es la medida de Dirac. Si asumimos que nuestro modelo es perfecto, se
cumple que @ = 0. Los ruidos cuantifican las diferencias en las distintas compo-
nentes del sistema , referentes a la definicién del modelo F', a la condicion
inicial a, y a las observaciones.

4.5.2. Funcién de penalizacion

En la bisqueda la minimizacién de los errores del sistema (4.24]), se plantea la
minimizacion de un funcional definido como:

8Una introduccién a la técnica se presenta en [136]
9Ruido blanco es aquel que es totalmente correlacionado. El cardcter gaussiano corresponde
a la distribucién aleatoria de la senal.
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/ / (— — F( ))T( HR(t, 1) (Z—CZ — Fla )) (t')dt'dt

+ (alto) — ao) B~ (a(to) — ao) (4.26)
/W/‘ Y —a) )Rt (Y — a) (£)dt'dt.

La expresion corresponde al planteo de la ecuacion de Euler—Lagrangﬂ que cons-
tituye la base del cédlculo variacional. En el funcional participan las matrices de
covarianza de los ruidos y la solucién a se presenta como un vector columna, por
ello es necesaria su transposicion en la expresion. En el contexto del célculo varia-
cional™ se define una funcién

g(B) = J(a+ BO(t))

donde 6(t) es una funcién cualquiera de t y  es un nimero positivo. Si @,,;, es un
minimo relativo de J, sabemos que basta considerar

J(@min + BO(t)) — J(amin) = g(B) — g(0) >0

con lo cual # = 0 es minimo relativo para la funcién de una variable g. Entonces
necesariamente:

dg

20 =0
20
Esto es por definicion:
- 9(8) —9(0)
lim =——————= =0 4.27
513(1) 16} ( )

Antes de emplear estos resultados sobre el funcional J, consideremos la definicién
de derivada fuerte, o de Fréchet (ver [A.2), sobre el operador F. Si F' es derivable
en a, existe un operador lineal L, tal que:

Lﬁ:ﬁmFm+ﬁ@_FW)
5—0 3

(4.28)

0Tas ecuaciones de Euler-Lagrange(desarroladas en la década de 1750) son las condiciones
bajo las cuales cierto tipo de problema variacional alcanza un extremo. Son también utilizadas
en el contexto de problemas de optimizacién.

Véase una introduccién en la obra de Kolmogorov[70].
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Por otro lado, el incremento del funcional J puede ser escrito como:

J(a+50) = / / (da 3%~ Flat ﬂﬁ))T (Q(t.1)
: (d“ 5_ — F(a+ ﬁ@)) (t')dt'dt + %(a + 80 — ag)' B (a + 360 — ao)

+ 9 /to /to (Y —a~— 59)(t)R_1(t,t’)(Y —q— ﬁe)T(t,)dt/dt,
(4.29)

Una variable auxiliar nos permite simplificar nuestro desarrollo, introducimos en-
tonces la variable k(t), que llamamos adjunta:

/ Q(t,t) (— — Fla )) dt’, (4.30)

Ahora si, reemplazamos en el funcional definido en (4.26]) y su incremento
(4.29). Dividiendo por 3y tomando el limite 5 — 0, se llega a la expresion:

0= /to <% —L H)T (t)k(t)dt + 0(to)" B~ (a(to) — ao)

- / y / 0T R )(Y — a)(#)dt dt

Para poder realizar este paso, se dan las condiciones expuestas en (A.4]) que per-
miten la derivacién bajo la integral.

Efectuando las siguientes integraciones por partes, podemos deshacernos de la de-
rivada sobre 6 en la expresiéon (4.31)):

|G e = o7 s(e) = 0000 o) / o)

0

(4.31)

Introduciendo el operador adJuntoE| L,

tr
/(L0 Pt = /9 (L2 k) (1)t
to

Reuniendo estos elementos, la ecuacion 1)) puede reescribirse segun:

0= 0(t;)"k(ty) +0(to)" [B(alto) — ao) — k(to)]
+/tf9(t)TK_% L ) (t) - / fRfl(t,t’)(Y— o) ()] dt (4.32)

to
2yéase su definicién en ((A.1)
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4.5.3. Ecuaciones Recursivas

Dado que la derivada del funcional debe anularse para la funcién arbitraria 6, los
términos de , deben anularse. Obtenemos finalmente un sistema acoplado de
ecuaciones diferenciales, de avance y retroceso temporal con condiciones iniciales
y finales:

/i(tf) =0 (4.33)

_% — Lk = /t:f R Yt, )Y — a)at’ (4.34)
k(to) = B~ (alto) — ao) (4.35)

) - " omyi. (4.36)

La ecuacion de avance corresponde a la definiciéon de la variable adjunta
(4.30) y se obtiene introduciendo @, la seudo-inversa de Q. definida en m
Podemos ver que la ecuacién (4.33]) constituye una condicién final explicita para el
modelo de evolucién adjunto (4.34)). El algoritmo consiste en realizar las siguientes
operaciones:

= Se supone conocida una solucién pista a y se computa la discrepancia con
las observaciones, Y — a.

= Se calcula el operador adjunto. Este operador se define a partir del operador
tangente asociado al operador de la evolucion del sistema F'. La ex-
presion analitica de este operador no es en general accesible en general. En
dimensién finita, es posible obtener una expresion del operador L? directa-
mente como la matriz conjugada transpuesta asociada al operador L,. En
(4.5.5) se detallara el calculo del operador adjunto del sistema (|4.21]).

= Se integra hacia atras (desde t; hacia ty) la ecuacion (4.34]). Se determina la
condicién inicial para la variable de estado a con la ecuacion (4.35)).

» A partir de la nueva condicién inicial para la variable de estado a, (4.36))
puede ser integrada en avance y conformar el sistema recursivo de calculo.

Al finalizar el cédlculo recursivo, se obtiene una solucién asimilada del sistema,
a(t). Combinando la técnica de identificacién polinomial, podemos obtener los
coeficientes del sistema (1.2l La novedosa utilizaciéon de éstas dos técnicas nos
permitié la construccion de modelos reducidos basados en datos experimentales
PIV[29].
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4.5.4. Funcion de estado incremental

El anterior sistema puede ser ligeramente modificado para producir una solucién
pista inicial adecuada en el calculo.

Considerando una funcién de incrementos que vincula la funcién de estado F'y la
diferencia en la condicién inicial Aa = a — ag, linealizamos el operador F' alrededor
de la condicién inicial™] ag:

F(a) = F(ag) + Lqy - (Aa),

Esto permite dividir a la ecuacién (4.36|) en dos ecuaciones con una condicién
inicial explicita:

a(to) = Qo (437)
dao .
-~ Flao) =0 (4.38)
dA Ly

dta — Ly, Aa = /to Q(t, t)k(t)dt'. (4.39)

La combinacién de las ecuaciones (4.33|4.34]4.35 ) y (4.37/[4.38/|4.39) conduce al
esquema de céalculo final. El método consiste en una integracién hacia adelante
en el tiempo desde la condicién inicial ag con el modelo de ecuacion del sistema
dindmico . Esta primera solucién sirve a la estimacién (4.33] de la
variable adjunta. La evolucién de k es guiada por una medida de discrepancia entre
la observacion y el estimado: Y — a. La condicién inicial es entonces actualizada a
través de la ecuacion y se realiza una integracion en avance del incremento
Aa mediante . La estimacion se renueva a cada paso a = a + Aa. El proceso
es iterativo hasta la convergencia.

4.5.5. Operador Tangente

De acuerdo a nuestro sistema dindmico de orden reducido (4.21]), mostramos como
se construye el operador tangente lineal para llevar a cabo el método de Asimila-
cién. Reescribimos la ecuacién del sistema dindmico(4.21)):

dak(t) . s s s
di :F(ak):@k+2likai+22ai0ijkaj k=1---s

i=1 j=i

Para obtener el operador tangente lineal L,, planteamos la aplicacién del operador
F sobre a mas una funcién 6(t) = [0(t)---0,(t)] que representa una pequena

13Esta linealizacién es equivalente a la derivada definida en lj
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perturbacion. Despreciando los términos de 6 de grado igual mayor a 2, resulta:

% = [Z lzke + Z Z a; z]ke + 0 Cljkaj

=1 j5=1

k=1---s.

Como Oijk: = Ojikza

k=1---s. (4.40)

ddik = Hk = [Z llkﬂ +ZZQCZZ Uk&

=1 j=1

Podemos resumir en:

Lq(0) = (L +2C)0. (4.41)
donde L y C son matrices (s x s):
Ly Ly -+ L
7 | Lo Lo Loas (4.42)
le LsZ e Lss
doic1aiClit 225100 - 3004 aiCsin
O = Y1 aiCro > i1 aiCon --- Y7 1 aiCso (4.43)
>oim1aiCris 2071 aiCais -+ 327 aiClis

4.5.6. Convergencia y estabilidad numérica

Cuando llevamos a la practica el sistema variacional, linealizamos el funcional J
alrededor de una pequena perturbacion 36:

J(a+ p0) = J(a)+ Ly - 6. (4.44)
La ecuacién (4.32) nos da una representacion analitica del vector gradiente L :

L0 1lm (a—l—ﬂ@)—J(a).
B—0 15}

Es posible entonces definir un criterio de convergencia basado en lo anterior:

L;-0<e. (4.45)

Sin embargo, si los operadores F'y H son no lineales, no podemos servirnos de un
minimo global €. Es posible hallar la solucion 6ptima sélo si partimos de un estado
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inicial que se encuentre en un entorno cercano del estado 6ptimo del sistema.
El céalculo del incremento del funcional J nos brinda una forma préactica de deter-
minar si es correcto el planteo de la ecuacion sobre la variable adjunta [124]:

. J(a+p0) — J(a)
i T "

— 1. (4.46)

La aplicacién del algoritmo de asimilacién nos permite la evaluaciéon de lo anterior
y la implementacién de criterios de convergencia para garantizar la estabilidad
numérica del modelo.

4.5.7. Sintesis

Es novedosa la aplicacién que realizamos del método de asimilaciéon de datos y mo-
delo, en el contexto de la mecdnica de fluidos[29]. Como se detalla en el Capitulo [5]
la técnica de determinacién de campos de velocidades de un escurrimiento presenta
aun un grado de incertezas suficientemente alto como para dificultar la construc-
cién de sistemas dinamicos reducidos. La asimilacion de datos puede funcionar
como un eficiente filtro para las medidas pues, aunque en una forma proyectada
o reducida, se las fuerza a cumplir la ecuacion de Navier Stokes. Asimismo este
filtrado combinado con el método de identificacién polinomial es capaz de generar
un modelo reducido que supera los problemas de cierre con mayor eficacia.

4.6. Conclusiones

Han sido desarrollado a lo largo del capitulo una serie de procedimientos que posi-
bilitan la construccién de modelos reducidos para flujos incompresibles mediante
POD. Sobre las definiciones y conceptos expuestos en el Capitulo [3] hemos pa-
sado revista de los métodos propuestos por diferentes autores en vistas de una
adaptacion al andlisis y proceso de los datos con los que trabajamos en nues-
tro laboratorio. Los problemas de cierre, mas frecuentes cuando las observaciones
son experimientales, pueden superarse con la técnica de identificacion polinomial.
Sobre esta base, hemos presentado el método de asimilacién como una mejora
aplicada a la formulacién de modelos reducidos. Mas adelante en el trabajo, apli-
caremos este desarrollo sobre datos provenientes de observaciones, experimentales
o numéricas.
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Capitulo 5

Montaje experimental y primer
tratamiento de los resultados

5.1. Introducciéon

Las experiencias que forman parte de este trabajo fueron realizadas en el labora-
torio de Fluidodinamica de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Buenos
Aires. Se presenta a continuacién una descripcién de los dispositivos e instru-
mentos utilizados para las llevar a cabo las experiencias en este trabajo. Pueden
distinguirse fundamentalmente:

I. Equipos para producir y medir el fendmeno fluidodinamico.
1. Equipos para producir y medir un actuador mecanico.

111. Equipos para realizar la generacion y la medida del actuador electrohidro-
dinamico.

Luego, se caracteriza el accionar del dispositivo electrohidrodinamico. Para ello,
se detallan las medidas eléctricas que corresponden a la accion del actuador EHD.
Se han efectuado, asimismo, analisis simples que pueden realizarse sobre los resul-
tados de los campos de velocidades obtenidos. La observacion de los campos medios
constituye una manera convencional para evaluar las modificaciones fluidodinami-
cas de la actuacion. Se realiza una primera comparacion con el flujo resultante de
la accion rotaciéon mecanica del cilindro.

Un refinamiento de estos tratamientos se presentara en el siguiente capitulo y
permitird una mayor explotaciéon de los resultados.
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Figura 5.1: Vista del tunel de viento.

5.2. Equipos para producir y medir el fenémeno
fluidodinamico.

5.2.1. Ttnel de viento

El tunel de viento que sirvié para las experiencias se muestra con sus dimensiones
en la Figura [5.1
Tiene como caracteristicas principales:

- Es del tipo de circuito cerrado. Su disefio fue realizado para lograr en la
seccion de pruebas, un escurrimiento homogéneo y con la menor tasa de
turbulencia posible. A ello contribuyen los cambios de seccién proyectados,
las curvas y los enderezadores de vena. Detalles de su construccién pueden
encontrarse en [10].

- La cdmara de pruebas tiene dimensiones 25cm (largo) x 18cm (alto) x 18cm
(ancho). La misma fue construida a partir de las dimensiones de un cuerpo
prototipo. En particular, considerando el cilindro que utilizamos en nuestras
experiencias, de diametro D = 2cm y largo L = 18cm, sus dimensiones y
ubicacién cumplen las recomendaciones hidrodinamicas citadas en [134].

- El ventilador trabaja con tensiones de entrada que van desde 12 a 48 V DC,
tiene una potencia de 36 Watts con la que puede entregar un caudal méximo
de 4.7 m?®/min lo que permite poder medir en la seccién de pruebas velocida-
des entre 0.01 y 2.5 m/s. Una fuente de tensién y corrientes regulables 0 30V,
de 0 a 5A respectivamente. Tiene un bajo nivel de ripple(ondulaciones), es

86



CAPITULO 5. MONTAJE EXPERIMENTAL Y PRIMER TRATAMIENTO DE LOS RESULTADOS
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Figura 5.2: [lustracion del principio de funcionamiento de la técnica PIV.

decir son minimas las fluctuaciones alrededor del nivel que se fija, alrededor
del 0.01 %.

5.3. Técnica de medida por seguimiento de image-
nes de particulas

La "velocimetria” (medicién de campos de velocidades) por imégenes de particulas
(PIV en inglés) es una técnica de medida capaz de producir a partir de un par de
fotos sobre un mismo dominio, el campo de velocidades instantaneo del mismo. Se
describen entonces a continuacién los fundamentos del método.

5.3.1. Fundamentos

La técnica PIV se basa en la determinacion de los desplazamientos de particulas
trazadoras distribuidas en un flujo, que, en relacién a un corto intervalo de tiempo
At, permiten establecer las velocidades del escurrimiento. Es entonces necesaria
una cantidad y calidad de particulas inmersas homogéneamente en el flujo a estu-
diar que permitan su reconocimiento. Su naturaleza no debe producir alteraciones
sobre el escurrimiento si el trazador es elegido correctamente. Para identificar las
posiciones de las particulas se utiliza iluminacién y una camara para adquirir la
informacién. Un esquema simple de lo anterior se ilustra en la Figura[5.2] A par-
tir de dos imdgenes grabadas mediante una cdmara digital’| se conocen para dos
instantes distribuciones de intensidad luminosa sobre el dominio. Mediante corre-
laciones cruzadas entre los campos de intensidad, suponiendo que la intensidad
luminosa sobre cada particula se conserva, se estiman los desplazamientos de las

len inglés se designan CCD(charge-coupled device) cameras, en referencia al sensor digital.
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particulas. El calculo precisa de algoritmos eficientes, fundamentalmente cuando
se busca trabajar con campos de mallas densas y se procesa un gran nimero de
observaciones. En vista de lo anterior se clasifica a la técnica como no intrusiva,
considerando que no se introducen mas perturbaciones fluidodinamicas sobre el
escurrimiento que las particulas trazadoras.

En el trabajo de Adrian[I] se encuentran detallados éstos fundamentos y una ac-
tualizacion es presentada por Raffel en [102].

5.3.2. Equipo
Generacion del plano Laser

Se dispone de un laser de iluminacién continua verde, Intelite GM32-150IH, de
caracteristicas:

tension de trabajo: 5,0V DC regulable.

Corriente de trabajo: < 1500mA

Potencia de salida: < 150mW

Clasificacién: Clase I1Ib Longitud de onda: 532 + / — 5nM

La generacion del plano laser se realiza mediante un poliedro rotativo el cual
estd compuesto por 10 espejos planos y un circuito y motor eléctrico que lo hacen
girar a 125 Hz. El laser incide en el poliedro rotativo y genera un plano de luz en
la seccién de prueba paralelo al flujo de aire. Debido a la alta frecuencia de 1250
Hz dado que son 10 espejos, se hace posible la iluminaciéon homogénea. Al girar el
espejo en el cual estd incidiendo el laser, éste barre una determinada zona, igual a
la superficie del plano aparente generado. El tiempo de escaneo o barrido en cada
pasada (por espejo) es de 800 micro segundos. También, a fin de aumentar la zona
de iluminacién, agregamos un espejo en el piso del tinel de vientos. La foto en
la Figura ilustra la implementacion de estos elementos que sirven a la medida
sobre el tinel de viento.

Particulas trazadoras y generador de humo.

El generador de humo produce las particulas trazadoras que dispersan la luz al
ser interceptadas por el plano laser. El mismo consta basicamente de un pequeno
tanque para el querosene, una resistencia eléctrica para evaporarlo y un ventilador
de recirculacion. Se muestra el equipo en la Figura[5.4]

Las particulas trazadoras deben ser elegidas lo més grande posible a fin de obtener
la mayor dispersion de luz posible, pero a su vez el tamano maximo esta limitado
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Figura 5.3: Seccion de prueba del tinel de viento.
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Figura 5.4: Generador de humo de kerosén.
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por la influencia del peso y del volumen sobre la trayectoria de las mismas. El
tamano de particula que se genera en el inyector de humo instalado en nuestro
laboratorio es de aproximadamente de 10 a 20um de didmetro.

Camara.

Las imagenes han sido adquiridas utilizando una camara CCD Pixelfly PCO VGA.
La camara fue seleccionada de forma que su sensibilidad es mayor para regiones
cercanas a la longitud de onda del laser. Son parametros modificables:

- El modo de adquisicion. La camara puede operarse mediante un disparo de
senal externo (trigger). Pueden adquirirse asi imagenes en forma asincrénica
o bien imégenes doble pulso (double pulsed), especificas para la utilizacién
con PIV. Asimismo puede utilizarse la funcién de video continuo.

- El tamano de las imagenes. La caAmara puede barrer las imagenes salteando
1 o 3 filas de la imagen objetivo a fin de reducir el tiempo de adquisiciéon de
las mismas. También es posible el salteo de 1 o 3 columnas. De esta forma
se tienen iméagenes desde tamanos 640x480 pixels hasta 160x120.

Hemos trabajado con la configuracion de video continuo ya que las imagenes
doble pulso requieren la acciéon de un laser pulsado. Este ha sido un factor
limitante respecto de las velocidades posibles a relevar en las experiencias.

5.3.3. Algoritmo PIV.

La determinacion del campo de velocidades se realiza a partir del andlisis de la
correlaciéon entre dos imégenes sucesivas. Para ello se divide a cada imagen en una
grilla de ventanas o celdas de interrogacién que contienen conjuntos de particulas.
La comparacién entre las celdas de una y otra imagen se realiza por media de una
funcion de correlacion cruzada &:

Pyg(m,n) = Z Z f(i,5)9(i +m,j+n) (5.1)

donde las funciones f(i,5) vy g(i, 7) representan la distribucién de intensidad lumi-
nosa entre la primera y la segunda imagen, y los desplazamientos posibles en pixels
son m y n. La funcién de correlacién presentara un maximo alli donde el desplaza-
miento es el mas probable. Dada una celda de interrogacién de tamano cuadrado
N pixels, el ntimero de operaciones involucradas es del orden de N*. Teniendo en
cuenta la cantidad de celdas, y la cantidad de imégenes que se utilizan para servir
en una experiencia, el costo computacional es enorme. Para ello, se realiza una
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transformacién de las funciones f y ¢ hacia otro espacio donde las operaciones son
mas sencillas. Ello se logra utilizando la transformada de Fourier. Observamos que
la ecuacién (5.1)) corresponde a la definicién de producto de convolucién de dos
funciones discretas, su transformada es el producto de las transformadas de las
funciones. En la practica, la transformada se realiza por medio de la transformada
rapida de Fourier (FFTP).

La cantidad de particulas por celda es entre 10 a 15 para obtener las mejores ins-
tantaneas, para ello, las dreas de interrogacion tienen tamanos tipicos desde 16x16
hasta 128x128 pixels. Se utilizan ademas, sucesivos tamanos de ventanas desde un
tamano mayor hacia uno menor para refinar el calculo en pasos multiples sucesivos.
También, para no perder areas de correlacion, se comparan los datos que pueden
encontrarse en las fronteras de las celdas mediante el solapamiento entre vecinas.
Los algoritmos utilizados en este trabajo pertenecen al paquete GPIV | el cual ha
sido desarrollado por Gerber Van der Graaf[49] como software libre bajo el acuerdo
GNU (General Public License).

Obtuvimos los mejores resultados sobre nuestros datos para una configuracién de
dos pasos desde el tamano 32x32 pixels hasta 16x16 pixels, y con un solapamiento
de 8 pixels. Como resultado, las imagenes de 640x480 pixels proporcionaron grillas
de 77x57 puntos.

La primer salida del algoritmo se presenta en la Figura[5.5] A primera vista, pueden
observarse errores de la estimacién que pueden tener origen en:

» La cantidad de particulas por celda es insuficiente en la celda considerada.

= La velocidad de las particulas produce desplazamientos que escapan de la
celda de interrogacion.

= La iluminacién no es homogénea en el dominio.
= El flujo no es perfectamente bidimensional.
» Errores numéricos.

El programa permite identificar y reparar los vectores defectuosos en cada par de
imagenes. La reparacién se realiza ya sea partir de la informacién de un segundo
pico de correlacién o bien a partir de informacion de las celdas adyacentes a la
erronea. Hemos desarrollado en forma paralela una técnica que realiza esta tarea
a partir de la informacion contenida en cada serie de imégenes. En la literatura,
se denomina gappy data a los datos (fotos, campos) con informacién incompleta o
con huecos, gaps. Por ello el nombre del método de reparacién y filtrado de datos
Gappy-POD que detallamos en [6.2.1]

2Fast Fourier Transform.
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Figura 5.5: Arriba: Imégenes tipicas de una adquisicion PIV. Abajo: Primeros
resultados del algoritmo

5.3.4. Dimensiones principales y parametros del estudio.

Hemos dispuesto nuestro equipo PIV a fin de caracterizar el flujo alrededor de un
cilindro, donde la regién de interés es la estela del mismo. Para ello, establecimos
el dominio del flujo en términos de didmetros del cilindro. La Figura |5.6|ilustra las
dimensiones. En la practica, es dificil poder evitar la interferencia de los cuerpos
presentes en la seccion de prueba con la iluminacién. Es por ello que puede adver-

92



CAPITULO 5. MONTAJE EXPERIMENTAL Y PRIMER TRATAMIENTO DE LOS RESULTADOS

Figura 5.6: Dimensiones principales del flujo.

tirse en la Figura una zona de sombrasEl. Ademas debemos considerar que el
algoritmo de estimacién tiene mas errores en los extremos de las fotos, donde hay
mayor probabilidad de particulas escapadas de la celda de interrogacién.

Por otro lado, a la hora de elaborar modelos reducidos, el ajuste de un modelo
es funcion también de la eleccion del dominio. En efecto, sabemos que cuan mas
complejo es un escurrimiento, seran necesarias mas funciones base para describirlo.
Y la complejidad aumenta cuando se agregan regiones a observar.

En consecuencia, el dominio final de los campos de velocidades medidos es algo
menor al ilustrado.

La estela del flujo detras del cilindro, tiene como frecuencia fundamental la fre-
cuencia de desprendimiento de vértices. Como se sefial6 en la Figura .5 el nimero
de Strouhal es la forma adimensional de esta frecuencia. Para determinarlo, lo ha-
cemos en forma indirecta y validamos asi nuestras medidas PIV. El procedimiento
es el siguiente:

I. Se toma una muestra grande (1000 en nuestro caso) de imagenes del flujo. Se
tiene un primer valor de la velocidad de la corriente libre, mediante promedios
en base a estos datos.

11. Se realiza la POD del conjunto de datos.

111. El primer modo temporal fluctuante tiene como maximo en su espectro de
frecuencias a la frecuencia fundamental, en este caso la mas energética, del
escurrimiento.

3La imagen, para tener mayor claridad, tiene invertidos sus tonos.
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IV. Suponemos un rango de velocidades alrededor del valor estimado en el primer
paso. Realizamos la adimensionalizacién de la frecuencia fundamental halla-
da en el paso anterior para este rango. Se obtiene asi una curva de valores
posibles de Strouhal: St;(Re).

v. Contrastamos la curva St;(Re) con los datos experimentales de la Figura[L.5|
De la interseccion de las curvas se obtiene el valor de Strouhal de nuestra
experiencia. Asimismo, se deduce el niimero de Reynolds correspondiente.

VvI. Comparamos este valor con la salida de las medidas PIV.

Este procedimiento, sugerido por Roshko en la determinacién de velocidades en el
rango 49 < Re < 180, nos sirvié para determinar con precision las bajas velocida-
des de nuestro tunel de vientos.

En relacién a la frecuencia fundamental, determinamos la cantidad de muestras a
tomar en las experiencias. Para contar con la informacién de hasta 16 desprendi-
mientos hemos adquirido conjuntos de 1000 imagenes en cada ensayo PIV.

Los 16 desprendimientos aseguraron la convergencia de los valores medios de las
medidas asi como también la de los modos espaciales. La convergencia puede ex-
presarse en funcion de la distancia entre 2 funciones, en el caso discreto, de la
distancia entre 2 vectores. Podemos expresar esto ultimo en forma simbdlica:

d(901790/1) = ||<,01 - 90,1”

La distancia del modo ¢/ calculado con n’ imagenes respecto del modo de referencia
;, calculado a partir de n = 1000 iméagenes, se estima a partir de una norma. La
norma euclidiana puede referirse al producto interno

o1 — illz = (91 — @1y 01 — )2

También puede considerarse la norma infinito, ||x||. = méax|z;|. Como los modos
espaciales son ortonormales, para valorar las diferentes distancias de acuerdo a
la importancia que tienen en el flujo, multiplicamos el valor de la distancia en el
modo ¢; considerado por el autovalor correspondiente A;. El cuadro |5.1| presenta
resultados del ensayo para el flujo alrededor del cilindro sin actuaciéon, a Re=125.
Se verifica la convergencia en distancia con crecientes nimeros de muestras. Grafi-
camente, en la Figura[5.7 puede mostrarse que la media del escurrimiento, descripta
por el primer modo POD no sufre grandes variaciones:
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‘N: ‘Modol \ModoZ\Modo3‘Modo4\Modo5\
250 0.640 32.25 32.54 79.41 74.43
500 0.250 20.04 20.16 38.03 38.96
750 0.049 20.02 20.42 9.84 | 18.001
1000 0 0 0 0 0

Cuadro 5.1: Distancia euclidea (x107%) en funcién de las observaciones incluidas.

‘ N= ‘ Modo 1 ‘ Modo 2 ‘ Modo 3 ‘ Modo 4 ‘ Modo 5 ‘
250 210.50 243.48 221.70 120.11 105.72
500 82.32 | 154.65 | 139.15 57.53 55.45
750 16.10 | 153.02 | 137.37 14.89 25.61
1000 0 0 0 0 0

Cuadro 5.2: Distancia euclidea ponderada (xJ;) en funcién de las observaciones
incluidas.

Figura 5.7: Lineas de corriente del primer modo construido a partir de: a) 250
observaciones (linea roja); b)1000 observaciones (linea azul). Re = 125
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5.4. Actuador mecanico

Hemos utilizado un dispositivo que permite la rotacién del cilindro en un rango
de velocidades angulares. Este consiste en un servo motor de corriente continua
con una caracteristica de tension de 0-15 V que le permite alcanzar velocidades de
hasta 8800 rpm. El motor se acciona con una fuente regulada de tensiéon variable y
la frecuencia de rotacion se determina con una senal de tacémetro. Un sistema de
reduccién de 15:1 sirve para poder trabajar con velocidades de rotacién cercanas
a las velocidades del escurrimiento.

Las experiencias de control del flujo bajo rotacién nos sirven como marco de refe-
rencia para las experiencias con actuacién electrohidrodindamica. Como detallare-
mos en la seccion siguiente, la acciéon de control fue disenada como para producir
un efecto semejante al de la rotacion mecanica.

5.5. Actuador electrohidrodinamico

La Figura presenta el esquema de los actuadores electrohidrodinamicos mon-
tados sobre la superficie de un cilindro. El cilindro esta hecho de polimetil meta-
crilato, que abreviado es llamado PMMA, es un plastico transparente, usado como
material irrompible en reemplazo del cristal. Como mencionamos, el didmetro ex-
terno es de 20 mm. La barrera dieléctrica es el espesor propio del cilindro que es
de 4 mm. Los electrodos son de papel de aluminio y su espesor, exagerado en el
esquema, es del orden de decenas de micrones.

En nuestro estudio, el actuador EHD funciona fundamentalmente como un disposi-
tivo que anade cantidad de movimiento en forma localizada sobre el flujo alrededor
del cilindro. Una sinopsis de la fisica de la descarga eléctrica se presentd en la sec-
cién 2.3.1]

En el estudio de Forte et al.[45], se revisan distintos factores que determinan la
eficacia del actuador DBD para inducir un flujo en una placa plana. Estos son: la
distancia entre los bordes de los electrodos, el ancho de los electrodos, la frecuencia
de la tensién aplicada, la amplitud del voltaje, el material, el espesor de dieléctrico
y la cantidad de electrodos. Asimismo se senala en dicho trabajo, que la intro-
duccién de electrodos adicionales conlleva la aparicion de descargas no deseadas.
Podemos apreciar en nuestro esquema (Figura ) que cada electrodo expuesto
(azul) se halla situado entre dos electrodos bajo el dieléctrico (rojos). La descarga
se disena para que ocurra entre los electrodos mas cercanos pero puede ocurrir
interaccién indeseada en el otro sentido. Esto puede ocurrir a partir de una des-
carga espuria sobre el borde mas alejado del electrodo superior, y determina una
disminucién del flujo inducido. Una solucién préactica para evitar este problema es
la adicion de material aislante sobre la superficie del electrodo expuesto, alli donde
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plasma Viento idnico

w| ]

20 mm

(b)

Figura 5.8: Esquema del actuador electrohidrodindmico. (a)Conexiones eléctricas
para generar y medir la descarga DBD. (b) Geometria del actuador.

se desea impedir la descarga improductiva.

En base a estos resultados hemos determinado la configuracion 6ptima en nuestra
experiencia. Anadimos cinta de teflon sobre los electrodos expuestos, sobre el flan-
co que no interesa que tenga descarga.

Para generar la senal de alta tensién sobre el circuito, se dispusieron: en primer
lugar una fuente de corriente continua regulable (0-20 Voltios), un generador de
pulsos, un amplificador de senales y una bobina de ignicién de auto como trans-
formador de alta tension. Un osciloscopio sirvié a la la medicion de corriente y
tensién del circuito como se ilustra en la Figura [5.8h. Las condiciones de operacién
fueron desde 2 kV hasta 6 kV de entrada y una frecuencia de repeticion de pulso
de 7.5KHz.
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Figura 5.9: Relacién entre la frecuencia de pulsos y la potencia del actuador.

Hemos aplicado el actuador EHD sobre el flujo base para distintas senales de en-
trada en tensién. Realizamos primeramente una clasificacion basada en la potencia
consumida por el actuador en el cuadro |5.3

| entrada DC | frecuencia (Hz) | Potencia(watts/m?) |

8.5 205 3
9.5 062 10.38
10 688 10.84
10.5 729 12.98
11 770 17.48
11.5 813 21.79
12 858 30.72
12.5 887 37.75
13 933 50.34

Cuadro 5.3: Frecuencia y potencia en el actuador EHD.

Para resumir el cuadro anterior, y refiriendo la potencia a la superficie del actuador
segun las dimensiones establecidas en [5.3.4] representamos la potencia en funcién
de la frecuencia del pulso de la senal (Figura .

La caracteristica tension-corriente de la descarga corresponde a una senal de pul-
sos. Comprobamos en la préctica y en base a recientes resultados (ver [2.3.4]), que
una senal de pulsos como la aqui presentada excita preferentemente el viento iénico
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en un solo sentido. Para menores valores de potencia eléctrica, pueden conseguirse
los mismos efectos que con una senal sinusoidal.

Entrada DC=8.5 Frec.=505 Hz. Potencia=3 Watt/m> Entrada DC=9.5 Frec.=562 Hz. Potencia=10 Watt/m?
al —I(ty/mA| | al —I(ty/mA| |
—V({H)kV —V({H)kV

I
A
1 o |
41 1 -4r 1
61 i i | -6 i i i
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
ms ms
Entrada DC=10 Frec.=688 Hz. Potencia=11 Watt/m? Entrada DC=10.5 Frec.=729 Hz. Potencia=13 Watt/m?
T : T : : i
4 —I(ty/mA 4 —I(ty/mA
—V({kV —V({HkV
2r 2
01 0
-2 1 -2 1
iy
6L ‘ ‘ i -6t ‘ ]
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
ms ms

Figura 5.10: Caracteristica de tensién y corriente del actuador EHD.

En la Figuras y se resume la caracteristica de tensién y corriente en los
distintos casos que hemos observado en las experiencias. Para tensiones de entrada
crecientes en el circuito de baja tensién, desde 8.5V hasta 13V, la senal de pulsos
toma valores crecientes de picos de tension, y de frecuencia. Desde un punto de
vista energético, cada caso es identificable en base a la frecuencia de los pulsos y
a la potencia consumida por el dispositivo. La frecuencia de los pulsos la hemos
establecido en base al periodo T', que es el soportelz_f] del pulso. La potencia N se

4La regién del dominio en la cual la funcién no se anula.
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calcula segin N = £ [ I(t)V (t)dt.

La tensién y la corriente se relacionan como en un circuito capacitivo, I(t) o

dv (t)

C'———=. Puede observarse que cuando la descarga tiene lugar, aparece dentro de

la senal de corriente, una deformacién de la misma con pulsos que poseen una
elevada frecuencia. La descarga aparece, como puede comprobarse en los graficos,
cuando son superados umbrales de tension aplicada entre los electrodos. El cambio
minimo que hemos podido detectar es la aparicion de descarga cuando se superan
3 kV.

Desde un punto de vista fluidodinamico, el actuador excita en forma practicamente
estacionaria al flujo pues las frecuencias del fenémeno eléctrico, son mucho mayores
a las asociadas a las fluctuaciones del escurrimiento. Recordando que St ~ 0,2, la
frecuencia de desprendimiento de vortices en base a las dimensiones es del orden
del Hz.

La disposicién de los electrodos sobre la superficie del cilindro ha sido efectuada
para que el viento i6nico producido por la DBD perturbe al flujo en forma seme-
jante al que lo harfa una rotaciéon de la superficie del cilindro. Podemos entonces
comparar la accion del dispositivo respecto de la accién mecénica y evaluar su
eficacia.

Dado el caracter no intrusivo de la mediciéon PIV, la técnica resulta ideal en la
determinacion de los campos en un flujo con actuadores EHD. En el dominio es-
tablecido, la estela del flujo, son despreciables las fuerzas eléctricas que pudieran
ejercer preferentemente sobre las particulas de humo.

5.6. Analisis convencional de las medidas PIV

5.6.1. Flujo base

Estudiamos primeramente el flujo alrededor de un cilindro a Re=125. Podemos
apreciar una instantdnea del escurrimiento en la Figura |5.12

La misma fue obtenida mediante exposiciones prolongadas del receptor de la cama-
ra, produciendo trazas en lugar de las particulas que se observan en la Figura[5.5
Se distingue el desprendimiento alternado de los vortices de von Karman en forma
similar a la descripta en la Introduccién en la Figura[I.4] Una sucesién de imége-
nes, en la Figura [5.13| ilustra el desprendimiento que observamos.

Con la configuracién adoptada tal como se mostro en la Figura[5.6], adquirimos 1000
imédgenes sucesivas para procesarlas con PIV. La cantidad de imagenes permite
estimar con precision el valor medio del campo vectorial del flujo, tal como se
mostré en [5.3.4l Para determinar la velocidad del escurrimiento, hemos utilizado
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Entrada DC=11 Frec.=770 Hz. Potencia=17 Watt/m?

Entrada DC=11.5 Frec.=813 Hz. Potencia=22 Watt/m?
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Figura 5.11: Caracteristica de tension y corriente del actuador EHD. (continuacion)
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Figura 5.12: Visualizacion del flujo sin actuacién. Re = 125

Figura 5.13: Secuencia de visualizacion para el flujo sin actuacion a Re = 125. Se
identifican los vértices (azul) a partir de las lineas de emisién generadas por las
trazas de las particulas de humo.
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Figura 5.14: Lineas de corriente. Campo de velocidades medio. Re = 125

el método indirecto descripto en la seccion [5.3.4. De acuerdo al dominio definido,
presentamos el campo de velocidades medio, representado por medio de sus lineas
de corriente, correspondiente en la Figura [5.14]

5.6.2. Caracteristicas del flujo bajo la rotaciéon mecanica

Se estudié el escurrimiento alrededor del cilindro bajo distintas velocidades de
rotacién. Para ello, definimos el parametro de rotacion adimensional

2nf D 1
’Y—_—_

Rr 2 Uy
donde f es la frecuencia de rotacién del motor, Ry = 15 es la relacién de transmi-
sion, D el diametro del cilindro, Uy, la velocidad de corriente libre del experimento..
De acuerdo a esta relacion, resumimos los casos estudiados en las experiencias en

el cuadro [5.41

71 2 V3 V4 5 6 V7 8 Y9
12111421168 | 1.93|2.18 | 2.43 | 2.68 | 2.93 | 3.18

Cuadro 5.4: Velocidades de rotacion ensayadas.

En las Figuras y se representan las lineas de corriente que corresponden
a los campos de velocidades medios en los distintos regimenes de rotacion.
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Figura 5.15: Lineas de corriente de los campos de velocidades medios bajo actua-
cién mecéanica. Re = 125.

Para el Re = 125, se observa, como es esperable, la circulaciéon progresiva de la
velocidad alrededor del cilindro en el escurrimiento. con el aumento de la velocidad
de rotacién. El camino de vortices de von Karman sufre la rotacion de su eje de
simetria. A partir de un valor umbral de v, cesa el desprendimiento de vértices en
la estela. En nuestras experiencias, situamos dicho valor entre 1,93 < v < 2,18. En
la bibliografia, en las experiencias de Jaminet y Van Atta(1969)[66], asi como en
el estudio realizado por Stojkovic et al.(2003)[122] los datos para la supresién del
desprendimiento varian entre 1.90 y 2 para el mismo valor de Reynolds.
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5.6.3. Caracteristicas del flujo bajo el efecto de la actua-
cion EHD

De manera similar que para el escurrimiento base, hemos obtenido instantaneas de
la visualizacién de los flujos perturbados (Figuras[5.17}5.18)y [5.19)). En base a ello,
detectamos los cambios minimos a partir de la observacién del escurrimiento. Para
los primeros casos, Figura distinguimos la aceleraciéon producida en la capa
de corte superior del flujo como una traza luminosa (streakline) que se acentia al
aumentar la tensién. Para valores superiores de tensién, Figura [5.1§ observamos la
progresiva reduccion y la anulacion de la zona de recirculaciéon detras del cilindro
asi como la defleccion del eje de desprendimiento. Las imagenes de la Figura [5.19
corresponden a flujos libres de desprendimientos en la estela cercana y se comprue-
ba que el aumento de la potencia entregada produce un viento idnico mayor que
deflecta las lineas de corriente de manera méas pronunciada. Hemos asimismo con-
ducidos medidas con valores de potencia eléctrica por encima de 50,34watts/m?
pero el resultado es que la velocidad inducida es tan fuerte que los efectos de
proximidad de las paredes del tinel de viento comienzan a ser importantes.

El primer tratamiento de medidas PIV que permite apreciar los cambios fluido-
dindmicos ante la aplicacién de EHD, es la obtencion de los campos medios cuyas
lineas de corriente se muestran en las Figuras v b.21] Puede observarse que
el actuador el ser activado produce estrechamiento de las lineas de corriente en
la regién por encima del eje del cilindro mientras en la regién inferior se nota un
ensanchamiento. Esto prueba que la circulacion de la velocidad del flujo alrededor
del cuerpo, producida por el viento iénico inducido por la descarga es creciente en
el escurrimiento para potencias mayores.

Se verifica asimismo a lo largo del andlisis de los campos medios de las medidas
PIV, que la region de recirculacion tiende a disminuir con la potencia. Ocurre
también una modificacién del camino de vortices de von Karman, que ve su eje
formando un dngulo no nulo con la direcciéon principal del escurrimientos. A medi-
da que se aumenta la potencia del actuador, confirmamos nuestras observaciones
de la visualizacion del flujo que, a partir de un valor umbral de descarga, se pro-
duce la anulacién del desprendimiento alternado de vértices. Esto ocurre en un
intervalo comprendido entre los valores de 12.98 y 17.48 watts/m? para el valor
de Re = 125. A partir de 17.48 watts/m? el escurrimiento es practicamente libre
de desprendimientos.
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3watts/m?

10,38watts/m?

10,84watts/m?
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Figura 5.17: Visualizacién del flujo bajo actuacion EHD. Re = 125
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Figura 5.18: Visualizacién del flujo bajo actuaciéon EHD.Re = 125



CAPITULO 5. MONTAJE EXPERIMENTAL Y PRIMER TRATAMIENTO DE LOS RESULTADOS

30,72watts/m?
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Figura 5.19: Visualizacién del flujo bajo actuaciéon EHD.Re = 125
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Figura 5.20: Lineas de corriente de los campos de velocidades medios bajo actua-
cion EHD. Re = 125

5.6.4. Comparaciéon del flujo bajo ambos tipos de actua-
cion.

La semejanza con respecto al flujo bajo accién eléctrica es apreciable. Podemos
en primer lugar, establecer el umbral de desprendimiento en uno y otro caso de
actuaciéon. Otra forma simplificada de encontrar analogias entre los escurrimientos
consiste en proyectar ortogonalmente los campos medios de los casos EHD sobre los
casos de rotacién mecanica como lo hemos realizado en el trabajo Gronskis et al.
(2006)[54]. Esta, junto a otra técnica de extensién de bases POD serdn estudiadas
en el proximo Capitulo en |6.5.2]
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Figura 5.21: Lineas de corriente de los campos de velocidades medios bajo actua-
ciéon EHD, Re = 125 (continuacion).
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5.7. Conclusiones

Hemos descripto en este capitulo, el equipo y las técnicas utilizadas en la adquisi-
cién de datos experimentales del flujo alrededor de un cilindro a bajos nimeros de
Reynolds, y del flujo perturbado por la accién electrohidrodindmica y mecénica.
Fueron presentados los fundamentos de la técnica PIV para la determinacion de
campos de velocidades instantaneos. Estos campos constituyen las funciones per-
tenecientes al espacio de Hilbert analizadas en el Capitulo [3| que sirven para la
construcciéon de los modelos reducidos basados en POD.

Por otro lado, hemos realizado las medidas eléctricas que permiten caracterizar los
regimenes de trabajo del actuador. Asimismo, hemos estudiado los cambios fluido-
dinamicos generados por el actuador electrohidrodindmico descripto en la seccion
5.8 a partir de la visualizacién y de la estimaciéon de los campos de velocidades
medio de cada flujo.

Paralelamente, hemos presentado resultados para el estudio de la accién de una ro-
tacion mecanica sobre el flujo. La observacion de los campos de velocidades medios
permite trazar analogias entre los escurrimientos, tal como fue nuestra intencion
al realizar el diseno del actuador EHD.

Por ultimo, la aplicacion de la teoria de modelos reducidos, nos permitira el em-
pleo de una técnica de optimizacion. Analizaremos en este contexto, la actuacién
desarrollada para el flujo con rotacion mecanica, y su relacion con el flujo bajo
actuacion EHD.
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Capitulo 6

Modelos reducidos a partir de
datos experimentales

6.1. Introduccidon

A continuacién, exponemos distintas aplicaciones que surgen con un adecuado post
tratamiento de los los primeros resultados de las experiencias. Por empezar, se pre-
senta una técnica de filtrado de imagenes PIV basada en POD. Las imagenes del
flujo base y el flujo actuado han sido procesadas segin esta técnica.

Se estudia, luego, la capacidad de los modelos reducidos de reconstruir los escurri-
mientos que corresponden al flujo base y al actuador. A partir del método POD
Asimilacién, puede eliminarse parte del ruido experimental de los campos de velo-
cidades medidos y, ademaés, se consigue la determinacién de campos entre los ins-
tantes dato. Por otra parte, el planteo de los modelos reducidos POD-Asimilacién
permiten conocer predicciones a largo plazo de las estructuras més energéticas de
los flujos.

A fin de identificar la accién de control en el flujo, se desarrolla un método basado
en la descomposicion POD que logra extraer una funcién espacial de control a par-
tir de los datos del flujo base y los del flujo bajo actuacion. Es posible, por lo tanto,
emplear una técnica que permite optimizar caracteristicas del escurrimiento, par-
ticularmente la disipacion vinculada a las fluctuaciones de la velocidad, respecto
del gasto energético que significa el control.

Se realiza por ultimo una comparacion entre la accion mecéanica y la accion elec-
trohidrodindmica. En este sentido, se analizan los cambios fluidodindmicos intro-
ducidos por la accion del actuador mecanico.
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6.2. APLICACIONES DE LOS MODELOS REDUCIDOS AL FILTRADO.

6.2. Aplicaciones de los modelos reducidos al fil-
trado.

6.2.1. Filtrado de datos Gappy-POD

La técnica fue adaptada a partir de un trabajo de Everson y Sirovich [38] so-
bre la aplicacion de POD sobre imagenes fotograficas incompletas. Asimismo,
Willeox[139] se sirvié del planteo para simular sensores y para estimar flujos no
estacionarios. Gunes et al.[b5] realizaron una comparacién con una técnica de in-
terpolacion de datos, denominada Krig interpolation.

Aplicamos los fundamentos tedricos desarrollados por estos autores en el proce-
samiento de datos PIV. Pensamos que este es un aporte ttil a la mecanica de
fluidos experimental pues reemplaza filtrados convencionales basados en informa-
cién de una sola imagen, donde sélo las celdas adyacentes a la errénea sirven a la
reparaciéon del dato. Por el contrario, con el filtrado Gappy-POD, se aprovecha la
informacion estadistica de todo un gran conjunto de instantaneas.

Dado un conjunto de instantaneas que, en un conjunto discreto de puntos, poseen
valores que son incorrectos bajo un criterio fisico de seleccion, es posible reconstruir
dichos puntos utilizando una base POD de las instantaneas. En principio, podemos
aplicar lo anterior a fotografias o bien a campos de velocidades, de vorticidad, etc.
Es necesario tener una base espacial POD vy, de la proyeccion de la instantanea
sobre dicha base, se obtienen los coeficientes temporales correspondientes. La pro-
yeccion se efectiia solamente en el conjunto de puntos confiables de la instantanea.
Una vez obtenidos los coeficientes temporales, se procede a reemplazar en los pun-
tos faltantes la reconstruccion con POD.

El procedimiento es sencillo cuando disponemos a priori la base POD para el
fendmeno que observamos. Si para construir la base sélo disponemos de datos in-
completos, la técnica es iterativa y se describe a continuacion.

Como fuera observado en la Figura[5.5 puede suceder que la primera salida del al-
goritmo PIV presente errores experimentales que deben ser corregidos. Los errores
son detectables en base a distintos criterios:

» El maximo/minimo valor absoluto que puede alcanzar el vector velocidad en
un punto.

» El maximo/minimo valor absoluto que puede alcanzar la vorticidad en un
punto.

= La relacion de senal a ruido, es decir la razén entre la energia del pico de
correlaciéon del algoritmo PIV y la energia del ruido de fondo.
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CAPITULO 6. MODELOS REDUCIDOS A PARTIR DE DATOS EXPERIMENTALES

El primer paso a realizar es la creacion de un conjunto de matrices mdscara,
m(z;, ty), correspondientes al dominio espacial (x;) en cada uno de los tiempos
observados t. El criterio determina qu

(6.1)

m(z,ty)) = 0 si u(x,t;) es un valor erréneo o faltante.
R 1 si u(x,tx) es un valor correcto.

Establecemos que las coordenadas (z,t;) cuyos datos son correctos, pertenecen a
un conjunto S. Por otro lado, llamamos a los campos de velocidades con huecos
@(z,t). En términos de los campos completos y las matrices méscaras, se tiene:

w(x, t;) = m(z, t)u(z, t;).

Para computar el promedio temporal de @(z, t;), sélo consideramos que intervienen
los valores correctos (x,t;) € S,

() = (u(e, t;)) =

m Z m(z,t;)u(x,t;).

1

Entonces, una primera correccién de los datos erréneos se consigue reemplazando
los valores erréneos o faltantes por el promedio temporal en la respectiva posicién
x. Los valores confiables, de coordenadas (x,t;) € S permanecen sin cambios, para
ellos @9 (z,t;) = u(z,t;). por otro lado, para cada (z,t;) & S

(2, t;) = T ().

Donde el supraindice en la variable u indica el nimero de iteracion de la correccion.
Puede realizarse, tras esta primera correccion, una descomposicion POD en todo
el dominio esg)acial del campo @¥ que provee los modos espaciales y temporales
dO () = {60 (@), k=1,..., M}y aO(t;) = {aV(t;), k =1..., M}

La siguiente correccién sobre los datos (z,t; € S, @) (z,t;), se obtiene mediante la
aproximacién de cada elemento correcto del conjunto original, {a(z,t;), V(z,t;) €

S}, mediante una superposicién de M funciones base ¢§f) (x):

M
(e ) =Y a(t)oy (x) V(1) €S,

M
<¢§O),€L(x,ti)> = ¢§°)’Za;§”(ti) I(cO)<x>>

!Para simplificar la notacién consideramos al campo de velocidades u(z,t) = ii(z, y, t).
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6.3. RESULTADOS DE LAS EXPERIENCIAS DE FILTRADO

Sabiendo que las ¢, forman un conjunto ortonormal, podemos escribir:

Wy — (40 ~ . :
(k) = (¢j ,u(:c,ti)> Vi=1...M;VY(z,t;) €S (6.2)
Quedan entonces determinados los valores de a§-1)(ti) que mejor aproximan a la
instanténea 7 en los puntos del dominio (x,t;) € S. A partir del conjunto de modos
temporales a!)(t;) y las funciones base ¢ (x) se calcula para todo el dominio el
conjunto de valores de velocidad actualizado de la siguiente forma:

M
i) = Y al(t)e (@) V(at) €S
k=1

i (x,t;) = ulw,t;) Yz t;)eS

Estamos en condiciones de realizar una nueva descomposicién POD. El proceso es
repetido en forma iterativa hasta alcanzar un criterio de convergencia. Adoptamos
en la préctica en la iteracién n, ||u, — t,—1lo < €. Hemos publicado en [29], el
método asi como las aplicaciones que presentamos a continuacion.

6.2.2. Filtrado por asimilacion

Ademas de utilizar informacién estadistica, como resulta al aplicar el método
Gappy-POD, la técnica de asimilacién de datos permite mejorar el filtrado corri-
giendo la informacion, especialemente problemas de continuidad, mediante el mo-
delo fisico que representan las ecuaciones de asimilacion (4.24]).

Recordando el desarrollo de la seccién 4.5 disponemos de un sistema que permi-
te reducir los ruidos de observaciones experimentales a partir del planteo de un
sistema de ecuaciones diferenciales recursivas. Para ello, construimos un modelo
reducido con los modos extraidos mediante POD. Dicho modelo responde a la
ecuacion y ésta es, en principio, inestable por los problemas de cierre men-
cionados en la seccién En [4.5 hemos senalado como podemos asimilar los
datos haciendo uso de una solucion pista amortiguada.

6.3. Resultados de las experiencias de filtrado

6.3.1. Caso del flujo base

Las instantaneas PIV pueden evaluarse en funcién de los campos de vorticidad, ya
que podemos evaluar mas claramente la calidad de las medidas. En efecto, el error

2La norma infinito, para el vector z = (z; ...z,), se define segin ||z||oc = max |z;|.
7

116



CAPITULO 6. MODELOS REDUCIDOS A PARTIR DE DATOS EXPERIMENTALES

numérico debido al calculo de las derivadas espaciales de los campos de velocidades
PIV hace que el resultado de vorticidad sea més sensible ante la falta de precision
de la salida PIV sin filtrado.

Puede verificarse la eficacia del algoritmo de filtrado propuesto en [6.2.1], compa-
rando la misma instantanea del escurrimiento para el caso PIV sin filtrar, filtrado
Gappy-POD y Asimilacién, como se muestra en la Figura[6.1] En la Figura[6.1|(a),
se advierten las imprecisiones de la primera salida PIV, cuyas causas hemos enu-
merado en . El resultado del filtrado Gappy-POD se aprecia en (b) La
correccion de los campos se traduce en una distribucién mas ”limpia”de la vorti-
cidad. Se observan menos discontinuidades espaciales del campo de vorticidad a
diferencia del caso anterior. En la Figura [6.1]c) se observa la reconstruccién del
campo luego de aplicar la asimilacion sobre un modelo a partir de la media tem-
poral y 6 modos POD, que representan el 99 % de la energia total del flujo.

Sobre la imagen del flujo tratado con asimilacion pueden observarse atin menos dis-
continuidades espaciales de la vorticidad. Asimismo, las discontinuades temporales
son reducidas con el método. Por lo tanto, al analizar una serie de imagenes en el
tiempo, no se observan discontinuidades o ”saltos” de vértices en su desplazamiento
y la difusion es mas suave que en el caso en que los datos son tratados tinicamente
con filtrado Gappy-POD. Puede comprobarse este efecto en la secuencia de image-
nes presentadas en la Figura Se muestran alli 6 campos, correspondientes al
filtrado Gappy-POD(a) y al resultado asimilado(b) respectivamente, cuya separa-

cion en el tiempo corresponde al tiempo de adquisicién de imagenes o = 0,0962.

Entre los mismos se distingue el caso (b) que tiene una mejor solucién de conti-
nuidad.

Puede observarse también esta mejora sobre los modos temporales, que pierden
parte de su ruido con la asimilacién. Es la superposicién de los modos temporales
libres de ruido la que permite corregir eficazmente las zonas con datos erroneos.

6.3.2. Filtrados para el flujo con rotacién mecanica y con
actuacion EHD

La técnica la aplicamos también sobre los flujos actuados. Podemos observar en la
Figura las mejoras sucesivas sobre las medidas correspondientes al flujo bajo
rotacién mecanica a v = 1,42.

De igual forma, se presentan las medidas obtenidas bajo actuacién EHD a una
frecuencia de actuacién de 729 Hz en la Figura [6.4. En este caso, la instantdnea
muestra también desprendimiento de vortices aunque se observan estructuras mas
finas y posiblemente tridimensionales. La diferencia respecto de los casos anterio-
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6.3. RESULTADOS DE LAS EXPERIENCIAS DE FILTRADO
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Figura 6.1: Campo de vorticidad instantdaneo del flujo base. (a) Datos de salida
PIV sin filtrado, (b) filtrados con POD . (c¢) Datos de la asimilacién sobre la salida
PIV.



CAPITULO 6. MODELOS REDUCIDOS A PARTIR DE DATOS EXPERIMENTALES

Figura 6.2: Secuencias de campos de vorticidad instantanea para el flujo alrededor
de un cilindro a Re = 125. (a) Filtrado Gappy POD. (b) Filtrado y asimilacién de
datos.
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6.4. APLICACION DE MODELOS REDUCIDOS EN LA ESTIMACION DE FLUJOS FUERA DE LOS
INSTANTES DATOS.

res puede atribuirse al hecho de que la accion de la descarga no es perfectamen-
te uniforme como para asegurar la completa similitud con el flujo bajo rotacion
mecanica.

6.4. Aplicacién de modelos reducidos en la esti-
macion de flujos fuera de los instantes datos.

La construccién de modelos reducidos con datos provenientes de PIV es de gran
interés pues permite la combinacién del trabajo experimental y tedrico en pro-
blemas de aplicacién en ingenieria. Las limitaciones de los métodos basados en
POD, principalmente problemas de cierre de los sistemas de ecuaciones, ya fueron
expuestas en el Capitulo [4] y resultas con el planteo de la Asimilacion y la
identificacién polinomial de sistemas (4.4)).

Basandonos en el modelo de asimilacién de datos e identificacion polinomial, hemos
aplicado nuestras herramientas al conjunto de datos experimentales. Distinguimos
entre éstos los casos caracterizados por el desprendimiento de vértices y aquellos
en los cuales el desprendimiento se anula debido a la accién de control y resulta,
por ende, practicamente estacionario en sentido estrictoﬁ.

6.4.1. Estimaciones para el flujo base

El conjunto de datos PIV filtrado para el flujo alrededor del cilindro se estudia de
acuerdo al modelo establecido en [£.5.3] En la Figura [6.1jc) habfamos presentado
una instantdanea de la vorticidad del flujo que resulta de la asimilacion. Hemos
empleado en este primer caso la descomposicién del flujo en su media temporal,
que se confunde con el primer modo POD, y los siguientes 4 modos, asociados a
las fluctuaciones. En estos 4 modos fluctuantes del flujo se concentra el 92,2 % de
la energia cinética fluctuante total del mismo representada en la Figura [6.5] La
retencién de sélo 4 modos nos asegura la convergencia en la solucién del modelo
reducido.

Los modos espaciales pueden ser considerados como pares (1, v2), (@3, 94), etc.
con propiedades de simetria alternadas. Los dos modos de cada par contienen
aproximadamente la misma energia cinética. Representamos graficamente los mo-
dos espaciales en la Figura [6.6] Se observa que en forma creciente con el nimero
de modos, se logran detallar estructuras mas finas del escurrimiento. El tamano
de las celdas de calculo de PIV limita la informacién que podemos disponer del
flujo. No obstante, en este caso, con solo 4 modos logramos una reconstruccién que

3No varfa con el tiempo. El escurrimiento puede ser descripto con una sola instanténea.
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asimilacién sobre la salida PIV.
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Figura 6.4: Campo de vorticidad instantaneo del flujo alrededor de un cilindro
a Re = 125, actuado mediante EHD, f = 729Hz. (a) Datos de salida PIV sin
filtrado, (b) filtrados con POD . (¢) Datos de la asimilacién sobre la salida PIV.
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energia fluctuante % acumulada

modos

Figura 6.5: Energia cinética fluctuante acumulada.

reproduce la conveccién y la difusion de vortices caracteristicos del escurrimiento
en la estela, ademas de concentrar casi la totalidad de la energia cinética del flu-
jo original. Escalas menores de vértices comienzan a ser relevantes en regimenes
donde comienza el fendmeno de transicion a la turbulencia en la estela.

Como hemos establecido en el Capitulo |4} las funciones temporales a;(t) asociadas

a cada modo espacial ¢;(x) conforman las variables de estado del sistema dindmico
de la ecuacion (4.21)).

d(lC];t(t) :ik+;likai+zzaicijkaj k=1..-4

i=1 j=i

La informacion sobre los modos temporales y sus derivadas constituyen el paso ini-
cial para la formulacién del modelo segun el planteo de identificacién polinomial
.4 La cercanfa en el tiempo de imédgenes sucesivas posibilita la determinacién de
las derivadas temporales a;(t). Del sistema obtenemos las matrices de coe-
ficientes para la ecuacién con la informaciéon de 17 desprendimientos de
vortices.

El paso temporal necesario para el cdlculo puede estimarse mediante analisis di-
mensional. Es posible demostrar que la ecuacion (4.21)) es estable cuando sélo se
consideran los efectos de difusién del flujo. La inestabilidad numérica de la ecuacién
se debe fundamentalmente a los términos convectivos. Por ello, para garantizar un
adecuado paso temporal para la conveccion, estudiamos una forma simplificada de
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Figura 6.6: Primeros 4 modos fluctuantes de la descomposicion POD del campo
de velocidades del flujo alrededor del cilindro. Las lineas de corriente definen la
direccién y sentido y los niveles la norma en cada caso.
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la ecuacién de Navier Stokes (4.7)):
ou n ou
— 4+ —u
ot dx
De donde, asimilando la velocidad u a la velocidad de la corriente libre U y la
coordenada x al paso de la grilla en el escurrimiento dz, resulta el tiempo ca-

~0 (6.3)

x ~
racteristico: t. ~ dt ~ T En forma adimensional, U = 1, dz = dz/D, luego

t. ~ dr/D. Entonces, en la resolucién de la ecuacién diferencial, trabajamos con
pasos de tiempo del orden de la décima de este valor. Utilizamos para ello un
algoritmo de resolucién Runge-Kutta 4.

Realizando una primera prueba para 4 modos, observamos que el sistema (4.21])
diverge para tiempos del orden de la mitad, o menores, del tiempo de un despren-
dimiento. Para poder resolver utilizamos entonces, un valor adicional de viscosidad
artificial sobre los términos lineales viscosos representados en el primer término de
la expresién (4.18)).

Lk = (v + vir) / V2¢k¢id$
Q

Se emplea particularmente un valor de viscosidad v, que es funcién creciente
con respecto al numero del modo considerado. Tipicamente en nuestros calculos
vl ~ 256v, 112 = 1nl ~ 5v, 1,2 ~ 1lv. Como consecuencia del agregado de esta
viscosidad artificial, el sistema tiene un comportamiento amortiguado, cuya curva
caracteristica se muestra en la Figura . La evolucion tiende hacia un punto
fijo del espacio de las fases como se ilustra en la Figura |6.8(a)l

Dado entonces que se logra una solucién acotada para a(t), nos servimos de ella
como solucién pista para el método de asimilacién de datos, desarrollado en [4.5
El resultado es la curva de asimilacién de la Figura |6.7(b)|en el espacio temporal

y en la Figura[6.7(b)| en el espacio de las fases.

A fin de obtener el modelo reducido, se realiza identificacién polinomial sobre la
solucion asimilada. Se recuperan asi nuevos coeficientes matriciales para el sistema
dindamico. La ecuacién tiene una solucién acotada estable que se dibuja en la Figura
y, en el espacio de las fases, en la Figura Se verifica que la solucién
"pasa” por los puntos datos, es decir, se encuentra en un subespacio del espacio de
fases incluido en el subespacio de los datos. Se cumple que la trayectoria descripta
en la Figura corresponde a un sistema de tipo ciclo limite, caracteristico del
régimen de desprendimiento de vortices de von Karman. Es importante destacar
que la curva de la Figura permite reconstruir el escurrimiento en los puntos
dato y en cualquier instante comprendido en el intervalo entre ellos, donde no
existe informacion a priori alguna.
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+ datos + datos
solucion solucion
amortiguada amortiguada

+ datos + datos
solucion solucion
asimilada asimilada

(b)
+ datos + datos
asimilacion asimilacion
+ODE +ODE

Figura 6.8: Para el flujo alrededor de un cilindro a Re=125. Trayectorias de los pri-
meros dos modos temporales (izquierda). Trayectorias de los primeros tres modos
temporales (derecha). (a) La solucién pista (sélida) corresponde al amortigua-
miento del sistema. Inicialmente, hay correspondencia con las 1000 observaciones
(sfmbolo). (b) La asimilacién corrige la solucién pista. (¢) La solucién de la ectl
cién diferencial(ODE) a partir del resultado POD-Asimilacién.



6.4. APLICACION DE MODELOS REDUCIDOS EN LA ESTIMACION DE FLUJOS FUERA DE LOS
INSTANTES DATOS.

Siempre que se pueda disponer de los modos temporales a(t) y de su derivada a(t),
es posible el planteo de identificacién polinomial. Perret et al. [95] proponen el
empleo de 3 observaciones muy cercanas en el tiempo para poder contar con esta
informacion, y un muestreo a menor frecuencia para garantizar la ergodicidad del
conjunto (a(t), a(t). En nuestro caso este planteo no es necesario por la proximidad
que existe en nuestras medidas garantiza la estimacion de la derivada y el tiempo
de adquisicién. En [29] introducimos la técnica de asimilaciéon como mejora del
método.

6.4.2. Modelo Reducido del flujo actuado

Actuacién mecanica

En forma similar al caso del flujo base, a partir de 1000 observaciones construimos
el modelo reducido para cada uno de los flujos actuados bajo rotacién mecanica
donde se observan desprendimientos de vértices. En la construccién empleamos 4
modos que concentran el 86 % de la energia cinética fluctuante. Los modos tempo-
rales son los coeficientes temporales que resultan de la proyeccién del flujo sobre
cada modo espacial. El modelo reducido resultante es idéntico al establecido en
la ecuacion . La Figura [6.9(a)| muestra al primer modo temporal, los datos
que provienen de las medidas correspondientes al flujo bajo v = 1,42 asi como la
solucion de la ecuaciéon diferencial luego de aplicar la asimilacion. En la Figura
se observa el diagrama de fases correspondiente. Estos resultados muestran
también un ciclo limite que se establece para describir la dindmica de desprendi-
miento de vortices. Podemos distinguir que la amplitud del primer modo temporal,
es menor que la del correspondiente modo del flujo sin actuaciéon. El modelo repro-
duce la atenuacion de la intensidad de las fluctuaciones de la velocidad asociada a
los vortices cuando el cilindro rota.

Actuador EHD

Distintos conjuntos de 1000 observaciones del flujo bajo el actuador EHD se anali-
zaron bajo el mismo método para construir modelos reducidos. En el dominio del
flujo, la magnitud de las fuerzas eléctricas sobre las particulas es muy pequena fren-
te a otros efectos. Observamos entonces directamente los efectos fluidodinamicos
producidos en la estela por fuerzas eléctricas mayormente concentradas en torno
a la pared del cilindro. Es por ello que la ecuacién a proyectar en la base POD es
la misma que .

Del cuadro 5.5 trabajamos con los primeros 4 casos, en los que se produce des-
prendimiento de vortices. En los restantes casos, comprobamos que el flujo es
estacionario en sentido estricto.
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asimilacion + ODE

* datos experimentales

Figura 6.9: Para el flujo actuado bajo rotaciéon a v = 1,42. alrededor de un cilindro
a Re=125. Se comparan los datos y la solucién de la ecuacién diferencial tras la
asimilacién. (a) Trayectoria del primer modo temporal y (b) diagrama de fases de
los tres primeros modos temporales.

El tratamiento mediante POD-Asimilacion proporciona, como en el flujo base,
una solucion de la ecuacion diferencial para los modos temporales del es-
currimiento. Analizando el caso donde la descarga eléctrica tiene asociada una
frecuencia de 729 Hz, disponemos de los modos espaciales que se presentan en la
Figura [6.10] A diferencia del caso base, los modos fluctuantes presentan una asi-
metria que pone en evidencia que el desprendimiento de vortices posee un eje de
simetria rotado a causa de la actuacién (Figuras|6.10(a)} [6.10(b)|). La asimetria del
modo de la Figura aparece como manifestacion de efectos de cizallamiento
inducidos por la aceleracion del flujo en la capa de corte superior. Asimismo, la
concentracion de energia en los primeros 4 modos es 81.6 %. Esto se explica en
parte debido a la aparicion de estructuras mas finas y posiblemente tridimensiona-
les en relacién con un mayor grado de turbulencia que introduce el actuador como
vimos en la Figura [6.4

El comportamiento de los modos temporales se resume en las Figuras |6.11(a)| y
. En la primera de ellas, el algoritmo de asimilacion permite reducir el ruido
de las medidas actuando como filtro de los datos. En la segunda, como consecuencia
de plantear la ecuaciéon diferencial y resultar ésta de solucion estable, se logra seguir
la trayectoria de las medidas, y dar informacién en los instantes intermedios de los
datos y para estimar el flujo para tiempos prolongados mas alla de la adquisicion.
Los diagramas de fase que se presentan en la Figura también son ciclos limite
que conservan una trayectoria similar a la del caso del flujo base. Comprobamos
asimismo que la solucion es mas sensible a la condicién inicial con la que se resuelve
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y/D
y/iD

y/D
y/iD

Figura 6.10: Primeros 4 modos fluctuantes de la descomposiciéon POD del campo
de velocidades del flujo para actuacion a 729 Hz. Las lineas de corriente definen la
direccion y sentido y los niveles la norma en cada caso.

el sistema, y que en el largo plazo la trayectoria se desvia mas rapidamente del
espacio de las fases de los puntos dato que para el caso del flujo base.
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Figura 6.11: Primer modo temporal fluctuante del flujo alrededor de un cilindro
a Re=125, actuado EHD =729 Hz. (a) Comparacién entre los datos (simbolos) y
la curva asimilada. (b) Comparacién entre los datos (simbolos) y la solucién de la
ecuacién diferencial(ODE) a partir de la asimilacion.

6.5. Estimacion de los efectos de la actuacion so-
bre el flujo base.

6.5.1. Funcion de control

En anteriores trabajos, Graham et al.[52](1997) y maés recientemente Bergmann et
al.(2005)[L1], realizan un planteo para la obtencién de una funcién de control sobre
el problema del flujo alrededor de un cilindro que oscila. Para ello, hacen uso de
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* datos experimentales

—asimilacién
+ datos
104 - — asimilacién
(a)
+ datos experimentales
—asimilacion + ODE
asimilacion
+ODE
+ datos

Figura 6.12: Para el flujo alrededor de un cilindro a Re = 125, actuado EHD a
729 Hz . (a) La asimilacién de la solucién pista. (b) La solucién de la ecuacién
diferencial(ODE) a partir del resultado POD-Asimilacién.
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condiciones de borde sobre la superficie del cilindro de acuerdo a la velocidad de
rotacion de la actuacién. Ambos trabajos se aplican a datos de elementos finitos,
cuyas grillas de resolucién incluyen al cilindro en el dominio y se refinan en el
entorno de su superficie. Dado que los modos espaciales heredan las condiciones
de contorno del flujo original, como fue demostrado en [3.2.1], puede asegurarse que
restada la funcién de control de rotacion del escurrimiento, ésta funcién resulta
ortogonal al resto de los modos espaciales. Este comportamiento tiene utilidad al
realizar la proyeccion de Galerkin pues hace posible la inclusiéon de un modo de
control en forma separada de los modos del flujo.

A partir de datos de PIV con la precisién de grilla que disponemos, no es posible
realizar el esquema de la funcién de control bajo las mismas hipétesis. La falta de
datos cerca del cilindro, debido a reflexiones y sombras no hace posible la inclusién
del cuerpo en el dominio. No obstante, hemos desarrollado un método para extraer
la funcién de control empleando solamente observaciones en la estela. Como una
extensiéon de la generacion de bases con POD, proponemos la creaciéon de una base
POD del escurrimiento prototipo que incluye las sucesivas perturbaciones sobre el
mismo. Nos hemos basado, para su construccion, en la formulacion de la inclusién
del modo cero (o de base) en el flujo alrededor de un cilindro mencionada en la
seccién 4.2.2] El esquema es el siguiente:

1. Considerando el flujo sin acciones de control, construimos el modelo reduci-
do con sus 5 primeros modos, que contienen el 92 % de energia. Realizamos
la descomposicion incluyendo el campo medio que consituye el primer mo-
do POD, cuya funcién temporal a;(t) es practicamente una constante. Los
restantes modos fluctuantes permiten reproducir el flujo de acuerdo a lo es-
tudiado en secciones anteriores. Llamamos a este conjunto @y = {¢; ... @5}

1. Analizamos un segundo escurrimiento, que corresponde a una primera per-
turbacién del flujo inicial, en nuestros datos, una rotacién mecanica, v, =
1,13. Proyectamos este flujo sobre ®4 de acuerdo a . Surgen coeficientes
temporales del flujo sobre estas funciones que distinguimos de los a(t) del
flujo inicial. Llamamos a;;(t) a la proyeccién del campo u del flujo asociado
a la perturbacién ; sobre la funcién ¢;. La magnitud

N
pis = Y {aijai;)
j=1

es una medida de la energia cinética contenida en la proyeccién del flujo
perturbado ~y; sobre el modo j. El subespacio ortogonal a ®, , ®3, con-
tiene las estructuras fluidodinamicas introducidas por las perturbacién ;.

133



6.5. ESTIMACION DE LOS EFECTOS DE LA ACTUACION SOBRE EL FLUJO BASE.

III.

IV.

Realizamos POD sobre este subespacio. Por razones practicas, en vista del
contenido energético restante en el flujo sobre el subespacio ®,, retenemos 3
funciones y definimos: ®; = {pg...ps} ~ Py

El procedimiento es continuado sobre los restantes casos, proyectando sobre
la unién de los subespacios generados, y surgen sucesivamenteﬁ:

q)g :{ng Ce (,011} ~ ((131 ) CI)O)J_
O3 ={p1a... 014} ~ (P2 & Py @ Dy)"
b, =...

La descomposiciéon POD del subespacio ortogonal restante tiene sentido en
los casos en los que se observan fluctuaciones de los campos de velocidades,
asociadas a los desprendimientos de vértices. A partir de casos estacionarios
en sentido estricto, un sélo modo ortogonal basta para la descripcion. En
nuestro caso practico, esto ocurre para valores de v > 2,18.

Se consigue una nueva base que sirve para describir todos los casos de ac-
tuacién en el escurrimiento. Es posible realizar un ordenamiento para cada
caso 7; de los modos ¢; de acuerdo al nivel de energia cinética f1;; contenido.
El resultado se resume en el cuadro [6.1] Como complemento, en el cuadro
se aprecia el contenido energético sobre los escurrimientos de cada uno
de los modos senialados en el cuadro [6.1]

Se observa que en todos los casos, la proyeccion sobre el primer modo es
maxima frente a otras funciones. Aparece para los casos actuados como se-
gundo modo energético el modo 6 cuya descripcién espacial se presenta en
la Figura [6.13] Este modo es el primer modo del subespacio ®; y es el que
designaremos en lo sucesivo como modo de control, .. Los tnicos casos en
que no se produce lo anterior son aquellos donde 79 =0y v9 = 3,18.

Naturalmente, para 79 = 0 la descomposicion POD original determina su
segundo modo energético. Para v9 = 3,18 inferimos que el estado de pertur-
bacion se aleja de la primera perturbacion v; = 1,21, de donde se extrae ..
No obstante, su segundo modo energético, el 9, contiene aproximadamente
un porcentaje de energia cinética similar al del modo 6 (que ocupa la tercera
posicién) tal como puede verificarse en el cuadro .

4La suma de dos subespacios vectoriales U y V, por ejemplo), pertenecientes al mismo espacio
vectorial (W por ejemplo), se llama suma directa @, si es tnica la expresién de cada vector de la
suma como un vector de U y otro de V. La suma de dos subespacios cuya interseccién es {0}, es
siempre directa (a no ser que los subespacios sean suplementarios), es decir: U @V < SNT =

{0}
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Vi

Yo | Vi V2| V3| V4| Vs | Ve | V| V8| Vo
1° modo energético | 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1] 1
2° modo energético || 2| 6| 6| 6 6| 6| 9
3° modo energético || 3| 2| 912 9| 9] 9| 9| 9| 6
4° modo energético | 4| 3| 7| 7|15 15|15 | 15| 15| 15
5° modo energético || 5| 7| 8| 9|14 1818|1919 |19
6° modo energético || 12 | 8| 2| 8|12 419 |18 |18 |18

Cuadro 6.1: Base POD extendida a casos de actuacion. Se presentan los 6 primeros
modos mas energéticos para cada uno de los escurrimientos.

70 71 2 3 74 5

10

modo energético | 94,42 % | 89,57 % | 89,81 % | 87,63 % | 86,75 % | 86,29 %

2° modo energético | 2,11% | 6,33% | 6,51% | 899% | 9,99% | 8,12%

3° modo energético | 2,00% | 086% | 087% | 0,49% | 1,13% | 3.,.84%

4° modo energético | 0,65% | 0,78% | 057% | 047% | 0,54% | 1,00%

5° modo energético | 0,60% | 0,74% | 048% | 0,44% | 0,21% | 0,54%

6° modo energético | 0,02% | 0,67% | 042% | 0,41% | 021% | 0,10%

Total 99,80 % | 98,95% | 98,66 % | 98,43 % | 98,82% | 99,88 %
6 V7 8 Y9

1° modo energético | 84,12% | 81,19% | 79,64 % | 77,656 %

2° modo energético | 8,04% | 795% | 7,18% | 6,80%

3° modo energético | 4,71% | 585% | 6,33% | 6,19%

4° modo energético | 1,69% | 2,28% | 2,68% | 3,25%

5° modo energético | 0,76% | 093% | 1,55% | 2,47%

6° modo energético | 0,32% | 0,90% | 1,10% | 0,98%

Total 99,63 % | 99,10% | 98,47 % | 97,35%

Cuadro 6.2: Contenido energético de cada escurrimiento sobre la base POD exten-
dida.

En todos los casos con rotacion, el modo temporal asociado a ¢, es practi-
camente una constante. Es decir:

/Qu(x, t)pe(z)dz ~ cte

Observamos que el valor ;s vinculado a de dicho modo varia linealmente
con respecto a vy durante los regimenes de desprendimiento, como muestra
la Figura|6.14]
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y/D

[ ‘\\\&\%‘ \

Figura 6.13: Modo de control espacial extraido mediante la base POD extendida.

* datos
— ajuste lineal

12

11} y=63x-16

% energia cinética sobre el total
W
1

13 14 15 16 17 18 19

Figura 6.14: Nivel de energia cinética contenido en el modo de control en los 4
casos de flujo actuado con desprendimiento.
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En suma, obtenemos una funcién de control, que llamamos ¢.(x), a partir del de-
sarrollo de una base extendida POD en el flujo alrededor de un cilindro y sucesivas
velocidades de rotacion ~. La ortogonalidad de esta funcién respecto a la base
POD conduce, en los casos senalados, al siguiente desarrollo de la velocidad del
flujo:

S
u(z,t) = uo + Cyype + Z a;(t)pi(z) (6.4)
i=1
donde ug representa el flujo medio de cada escurrimiento proyectado sobre el sub-
espacio ortogonal a ¢. y C, es una constante de proporcionalidad.
Sustituyendo esta ecuacién en la proyeccién de Galerkin (4.13)), se obtiene el si-
guiente sistema:

dCLi . > = & d’}/ -
a T JZ—; ljag + ) > cipajar + digp * (ei + gz—; fija;)y + 9v° (6.5)

j=1 k=1
Los coeficientes d; , e; , fij ¥ g; pueden ser determinados nuevamente utilizando

identificacién polinomial y Asimilacién. Particularmente, cuando el cilindro rota a

. . . Y
una velocidad constante, como es el caso de nuestras experiencias, — = 0.

dt

6.5.2. Analogias entre la rotacion mecanica y la actuacion
EHD

A partir del diseno del actuador y de observaciones del comportamiento del flujo
actuado con EHD, podemos suponer que este flujo es semejante al flujo bajo rota-
ciéon mecanica. Es de gran interés practico lograr establecer la analogia pues existe
una bibliografia extensa para el caso de control del cilindro rotativo que permite
una mejor interpretacién de los fenémenos fisicos en cuestién. Es asimismo desea-
ble tener un marco de referencia para cuestiones que no han sido estudiadas en
esta tesis pero que son temas de investigacién en la actualidad. Uno de ellos es el
estudio de una excitacién variable en el tiempo.

Dado que hemos obtenido un modelo reducido capaz de ser optimizado para el
flujo con el cilindro rotativo, es deseable poder referir los resultados obtenidos al
flujo bajo actuacién.

Una forma de compararlos es realizar la proyeccion de los campos medios basada en
el producto interno definido en (3.1)). Asumiendo que los flujos se hayan confinados
en un domino {2, la proyeccién del campo medio de rotacién mecénica u; sobre el
campo medio de EHD v; es:
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pij = (u;,v5) = /Qui(x)vj(x)d:v (6.6)

Se obtiene entonces una matriz de coeficientes p;; que cuantifica la proyeccién y
permite asociar los flujos bajo actuacion. El resultado para los datos con los que
trabajamos se observa en el cuadro [6.3]

Frecuencia (Hz) | 505 | 562 | 688 | 729 | 770 | 813 | 858 | 887 | 933
Potencia 3 1104|108 | 13 |17.5|21.8 | 30.7 | 37.8 | 50.3
(watts/m?)

Modo asociado | v | v | % | v | Y% | 7 | Y | v | 1
de rotacién 0| 0 0 |1.93|243|268 |3.18]3.55 | 3.55

Cuadro 6.3: Frecuencia de actuacién EHD y velocidad de rotaciéon asociada. Cri-
terio de proyeccién de campos medios.

Podemos representar los valores del cuadro [6.3| en términos de la potencia del
actuador, adimensionalizada con las variables principales del escurrimiento. Para
ello, expresamos en primer lugar la potencia vinculada con la disipacién de las
fluctuaciones de la velocidad:

L [ 1 (M,
/!

— pu'u'dxdt = LAgpU —/ a;dt

T/o /Q T Jy

recordamos que L es la longitud del cilindro, D su diametro, U la velocidad de
la corriente libre, p la densidad del fluido, Aq la superficie del dominio espacial,
T un periodo de tiempo e integracion Luego, si P es la potencia por unidad de
superficie, la potencia adimensionalizada se estima segun:

PrD

X = m (6'7)

En nuestro problema, esto significa multiplicar a P por una constante Cp =
25,6m? /watts, resumimos los valores en la Figura m

Otra manera de conseguir una relacion entre los flujos es a partir de la proyeccion
de cada uno de los flujos EHD sobre la base de funciones extendida generada a
partir de la definiciéon de la funciéon de control ¢. para el flujo bajo rotacion. De
esta proyeccion surge una matriz, en el cuadro similar a la obtenida en la
seccion anterior cuando analizamos solamente el flujo con rotacién.
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1500

1000}

500

Figura 6.15: Potencia eléctrica adimensionalizada x en funcién de la rotacién
mecanica 7.

Frecuencia Hz

505 | 562 | 688 | 729 | 770 | 813 | 858 | 887 | 933
1° modo energético 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2° modo energético 2 2 2 6 6 6 6 6 6
3° modo energético 3 3 7 9 9 9 9 9 9
4° modo energético 4 9 91 12| 15| 15| 15| 15| 15
5° modo energético 51 18| 18| 18| 18| 18| 18| 19| 12
6° modo energético 9 ) 9 31 23 41 23] 18| 19

Cuadro 6.4: Proyeccion de los flujos bajo EHD sobre la base extendida. Se presen-
tan los 6 primeros modos méas energéticos para cada uno de los escurrimientos.

6.6. Aplicaciones de modelos reducidos a proble-
mas de control é6ptimo

El sistema posibilita el planteo de un problema de optimizacién de la accién de
control. Para ello, nos interesamos en el problema de minimizacion de un funcional
de costo, que incluya al esfuerzo realizado en el control y a las medidas durante
un periodo de tiempo. El modelo reducido nos proporciona los datos para este
esquema, si consideramos como medidas del escurrimiento los modos temporales
a;(t) y la accién de control caracterizada con el pardmetro de rotacién . Se busca
minimizar entonces:

g / b [ Potencia relativa a } [ Potencia consumida
t

las fluctuaciones por el control dt (6.8)
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El funcional anterior puede escribirse en funcién de las variables del modelo reduci-
do. Para la geometria de nuestro problema, segtin Bergmann et al.[I], la siguiente
ecuacién constituye la formulacién del problema:

/0 Z (C)at (6.9

El primer termino del funcional J representa la intensidad de fluctuaciones en el
proceso de desprendimiento de vortices. El segundo, toma en cuenta la potencia
asociada al torque requerido para llevar a cabo la rotacién del cilindro de acuerdo
al planteo realizado por Protas et al.[I00] y Bergmann et al.[IT]. Cémo sélo hay
dos términos para definir el funcional de costo, alcanza con un sélo coeficiente, (3,
para representar la medida de los costos asociados a cada fenémeno. En este caso,
el valor de § depende de la viscosidad del fluido considerado pero podria incluir,
si se deseara, otros factores asociados al dispositivo que produce la rotacién del
cilindro (inercia, transmisiones, valores econémicos, etc).

Se minimiza entonces sujeta a la restricciéon por la que a; y v deben verificar
. Las restricciones pueden ser incluidas en el problema de minimizacién al
introducir funciones adjuntasﬂ &i(t) en una forma similar al planteo realizado para
la asimilacién de datos en Puede consultarse para mas detalles, el Apéndice
[A.5 donde desarrollamos el método.

El problema de optimizacion puede ser reducido al considerar el funcional Lagran-

giano i
fame) ==Y [ 65 (6.10)

Interesa la obtencion de £ = 0. Para asegurar esta condlcién, las variaciones del
funcional lagrangiano respecto de &;, a;(t) y v deben ser nulas. Resulta entonces
el siguiente sistema:

d%h(ft) = —2q;(t) — Z(bji +fi + Z(Cﬁ’f + i) ar ()& (t) (6.11)
J=1 k=1

&) =0 (6.12)

Z 4, % d& 1 By + Z (e; + Z fija; + 2g:7)&(t) (6.13)

La formulacién es andloga a la propuesta por Graham et al. [52] y Bergmann et
al.[11]. En sus trabajos, los autores trabajan sobre el objetivo de la reduccién del
arrastre mediante oscilaciones del cilindro con variadas frecuencias y amplitudes.

5También conocidas en la bibliografia como multiplicadores de Lagrange
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En una reciente publicacién [30], hemos aplicado las bases de este método al estu-
dio de datos provenientes de simulacién numérica DNS. Aplicamos a continuacién
esta metodologia para datos que surgen de experiencias PIV. El nimero de Rey-
nolds es, como en los anteriores casos, 125.

El sistema definido por las ecuaciones (6.5)), (6.11}[6.12]y (6.13) se resuelve iterati-
vamente. Entonces, para un v dado, se resuelve primeramente la ecuaciéon y se
obtienen los modos temporales a;(t). A continuacién, usando la solucién anterior,
se resuelven el sistema de ecuaciones adjuntas (6.11]), (6.12)) y (6.13]) integrando
hacia atras en el tiempo la variable adjunta &(¢).

Conocidas a;(t) y &(t), puede computarse 6(t). Para los casos analizados, este
calculo da como resultado que la variacién 6y una funcién independiente del tiem-
po. En cada iteracién, el valor de v es actualizado de acuerdo a y™"+1) =~ 4 /5~
donde p es un nimero < 1.

A partir de nuestro modelo reducido, observamos el valor del funcional J, en primer
lugar para el caso = 0 . El cuadro muestra los resultados. En la evaluacién
del funcional, se considera el periodo T correspondiente a 30 desprendimientos
de vortices en el modelo reducido. Verificamos que la potencia asociada a los
desprendimientos decrece conforme aumenta -.

L[ (a3(t) + a3(t)) dt

T T i

0 145.45
1.21 95.72
1.42 62.28
1.68 37.51
1.93 10.12

Cuadro 6.5: Valores del funcional J cuando § =0

Si consideramos un valor de § mayor a cero, el costo del termino de rotacion
crece. El valor de la rotaciéon v que minimiza el funcional va disminuyendo desde
el minimo de v = 1,93 que corresponde a # = 0. El cuadro resume los valores
cuando, por ejemplo, § = ,33.

El valor de (8 cuantifica cuan costoso resulta el control y asi influencia el resultado
optimo de relacion entre la accién de control y el objetivo de reducir el desprendi-
miento. Como era esperable, para un valor de 3 mayor el funcional encuentra su
6ptimo para un valor de v < 1,93. Podemos distinguir del cuadro un primer
minimo del funcional para v = 1,42, entonces, podemos plantear la optimizacion
alrededor de la soluciéon para este caso.
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v [ £ [0 (@3(t) + a3(t) + Bt
0 145.45

1.21 152.60

1.42 140.61

1.68 147.15

1.93 154.8171

Cuadro 6.6: Valores del funcional J cuando 6 = 0,33

Estimamos los coeficientes matriciales de la ecuacion y resolvemos, también
con asimilacién dicho sistema considerando: el modo de control ¢, al que afecta la
velocidad de rotacién +; el primer modo energético estacionario;y los dos primeros
modos fluctuantes.

Con la solucién de las a(t), resolvemos la ecuacién para la variable adjunta &
con la condicién final (6.12). Con £(¢) podemos conocer la variacién de la velocidad
0~ y tras sucesivas iteraciones hallamos el valor minimo del funcional:

J = 135,44 con J(n) — J(n—1)=¢e < 1077
Y la rotacién asociada .

De esta forma, hemos conseguido un modelo reducido para el control a lazo abierto
del flujo alrededor del cilindro actuado con rotacién mecanica.

En base a las analogias existentes entre el flujo bajo rotacion mecanica y el actuado
bajo excitacién EHD, se puede proceder de manera similar a fin de establecer un
valor 6ptimo de control.

Para trasladar el modelo al control mediante el actuador EHD, podemos incorpo-
rar el valor de potencia adimensional estimado en la ecuacién ([6.7)). Si suponemos
que trabajamos con una potencia eléctrica del orden de 13 watts/m?, entonces
x =400y v~ 1,9 . Para 8(C,7)? ~ x resulta un valor de 3 ~ 2,8. Este valor, en
principio, conduce a un sistema de control caro en comparacién con el obtenido en
el ejemplo anterior. Los valores 6ptimos se encontrarian en este caso en un entorno
de v = 0.

Sin embargo, en la estimacién de 3 pueden anadirse factores que excedan el con-
cepto puramente energético. Si vinculamos las fluctuaciones provocadas por los
desprendimientos de vortices detras de un sélido, podemos tener en cuenta el cos-
to de: los esfuerzos mecanicos y la fatiga que dichas solicitaciones imponen; el ruido
que producen, la tasa de transferencia de calor, etc.
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6.7. Conclusiones

Hemos examinado a lo largo del capitulo una serie de resultados experimentales con
las herramientas presentadas en capitulos anteriores. El filtrado de datos mediante
la técnica Gappy POD constituye una novedad en el tratamiento de imagenes PIV.
Asimismo, hemos introducido la técnica de asimilaciéon de datos para disminuir el
ruido de las secuencias de imagenes de los escurrimientos. La utilizaciéon de ambas
técnicas constituyen un aporte a la mecanica de fluidos experimental.
Apoyéandonos en parte sobre la base tedrica de otros trabajos, hemos logrado per-
feccionar la formulacién de modelos reducidos a partir de datos de PIV. Consegui-
mos asi vincular resultados experimentales con un modelo de simulacién numérica
de manera satisfactoria. Esta técnica nos ha permitido estudiar los cambios fluido-
dinamicos generados por el actuador electrohidrodindmico descripto en el Capitulo
a través de un modelo reducido que permite reproducir la dinamica de las estruc-
turas esenciales. También hemos aplicado esta técnica al analisis del escurrimiento
alrededor del cilindro rotativo, consiguiéndose resultados que se ajustan a datos
experimentales y numéricos de otros autores.

Hemos establecido relaciones de semejanza entre los flujos actuado con EHD y
con rotacion a fin de poder comparar los resultados de un caso de actuacion con
respecto al otro.

Asimismo, a fin de extender el sistema de ecuaciones diferenciales a una versién
que contempla la acciéon de un control, hemos ademas extraido una funciéon de con-
trol externo. Para el caso del flujo actuado con rotaciéon mecanica, el coeficiente de
dicha funcion de control tiene un comportamiento lineal ante la accién de rotacién
del cilindro.

Sobre el modelo reducido con la accién de control, hemos implementado con éxito
la optimizacién a lazo abierto para el caso de rotaciéon mecanica. Sobre la base de
estos resultados es posible trasladar al diseno éptimo de la actuacion electrohidro-
dinamica en el escurrimiento alrededor de un cilindro.
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Conclusiones y perspectivas

A lo largo del trabajo, hemos estudiado el desarrollo de modelos de orden reduci-
do que describen el comportamiento de un escurrimiento en un dominio espacio-
temporal dado. A diferencia de las técnicas tradicionales de simulacién numérica,
los modelos que se alcanzan se basan en el uso de un conjunto de datos experi-
mentales discretos comprendidos en el dominio espacio-temporal considerado. Los
modelos realizan la descripcion de los campos de velocidades mediante una des-
composicion modal, donde los modos y coeficientes son determinados, sin hipétesis
a priori, a partir de datos empiricos.

Mediante una proyeccion Galerkin de estos modos sobre las ecuaciones de NS se
logra un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden reducido que sus-
tituye al sistema de ecuaciones diferencialesen derivadas parciales. Esta técnica
se presenta particularmente ventajosa para el diseno de estrategias de control de
flujos, debido a que es posible determinar la dindmica esencial del escurrimiento
mediante un nimero limitado de ecuaciones sobre las que es posible introducir una
accion de control.

A titulo de ilustracién de las ventajas de la técnica que desarrollamos analizamos
el problema del control del escurrimiento alrededor de un cilindro a bajos Reynolds
(Re = 125) cuando se disponen de datos provenientes de la técnica PIV. Es de
senalar que este tipo de flujo se puede considerar como prototipo para el estudio
de una serie de problemas de la mecéanica de fluidos tedrica y de sus aplicaciones,
razon por la cual lo hemos seleccionado.

Presentadas las nociones de estructuras coherentes, se ha estudiado particularmen-
te el método POD para su extracciéon. Con ello, identificamos las estructuras més
energéticas del flujo, cuya dinamica representa correctamente, en el flujo en estu-
dio, el camino de vértices de von Karman. Al utilizar una cantidad reducida de
modos, los modelos obtenidos mediante la proyeccion de Galerkin presentan gene-
ralmente una serie de problemas de cierre, que se manifiestan especialmente cuando
los datos provienen de medidas PIV. Este tipo de problema lo hemos resuelto de
manera novedosa mediante la aplicacién conjunta de las técnicas de identificacién
polinomial y de Asimilaciéon-POD. Este resultado brinda nuevas herramientas ge-
nerales para el andlisis de escurrimientos caracterizados por fluctuaciones en la
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estela de cuerpos a bajos nimeros de Reynolds.

Por otra parte, se derivan los procedimientos de Gappy-POD y de Asimilacién-
POD para el tratamiento de las medidas experimentales que provienen de PIV.
De esta forma contribuimos a resolver uno de los problemas que se suscitan en
la mecanica de fluidos experimental: el filtrado de datos. Es de destacar que las
técnicas de filtrado que hemos propuesto utilizan informacion estadistica de cada
una de las observaciones del conjunto de datos obtenidos, e incluyen un modelo
fisico lo que las hace mas confiable respecto a los filtrados convencionales.

La construccién de modelos reducidos a partir de los datos de PIV posibilita el
diseno de una acciéon de control producida por un actuador. Hemos investigado
particularmente el control para el flujo alrededor de un cilindro a bajos Reynolds
mediante actuadores electrohidrodinamicos debido al creciente desarrollo e interés
que existe en la comunidad cientifica sobre este tipo de dispositivos. Teniendo en
cuenta la posible analogia entre la accién mecanica que ejerce una accion EHD en
la vecindad de una superficie y aquella producida por una pared en movimiento
hemos realizado estudios tambien sobre el caso del cilindro rotativo. Nuestro estu-
dio permitié determinar de manera clara las caracteristicas de esta analogia. Este
resultado es de particular importancia debido a la profusa bibliografia existente
para el caso del cilindro rotativo.

Para el flujo controlado mediante un cilindro rotativo, hemos implementado con
éxito un esquema de optimizacion fundado en la reduccién de las fluctuaciones y
en el costo asociado a la rotaciéon del cilindro. Es de resaltar que el traslado de
estos resultados pudo realizarse para el anélisis del flujo actuado bajo la actuacién
EHD merced a las analogias existentes entre ambos escurrimientos.

Los logros de esta tesis son, en sintesis, un resultado alentador que esperamos pue-
dan contribuir en posteriores lineas de investigacion y en el diseno de aplicaciones.
Podemos mencionar entre las perspectivas para la investigacién de base en hori-
zontes cercanos: la aplicacion del esquema de trabajo al estudio de la transicién
del régimen de flujo alrededor de un cilindro (Re > 180), al proceso de datos de
campos de velocidades tridimensionales, al analisis de otros escurrimientos de flujo
en la estela, etc.

Por otra parte, establecimos una base para futuros proyectos sobre el control de
flujos, donde podran estudiarse acciones de control mas complejas, por ejemplo,
utilizando variaciones temporales en la excitacién del flujo. En el caso de su im-
plementacion con actuadores EHD, éstos se caracterizan por tiempos de respuesta
que garantizan una buena modulacién en el tiempo de una senal de control. Una
serie de aplicaciones pueden atn proyectarse en relacion con la capacidad de opti-
mizar las experiencias y dispositivos de control del flujo considerado.
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Por tltimo, consideramos que este trabajo significa un paso hacia el complejo
disenno de un sistema de control de lazo cerrado, que aparece como la siguiente
etapa de nuestros esfuerzos.
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Apéndice A

Resultados del analisis funcional

A.1. Algunas definiciones

A.1.1. Espacios de Hilbert

Es un conjunto H de elementos f,g,... de naturaleza arbitraria que verifica las
siguientes condiciones:

I. H es un espacio euclideo: un espacio lineal con producto interno definido en
él.

11. El espacio H es completo en el sentido de la métrica d(f, g) = ||f — g

111. El espacio H es de dimension infinita: cualquiera que sea n se pueden encon-
trar n elementos linealmente independientes.

V. H es separable: existe en él un conjunto numerable siempre denso.

En particular L?, el espacio de funciones de cuadrado integrable es un ejemplo de
espacio de Hilbert. A menudo se indica el dominio de dichas funciones, L*(Q2). El
producto interno de dos elementos u,v € L*(§) se define segtn:

(u,v) = /Q (@)t (z)dz

Luego, para calcular la norma de un vector :

lulf = )" = ( /Q u(x)u*(x)dm> v

Entonces, las funciones de cuadrado integrable sobre () satisfacen:

191 = | [ 1] s
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A.1.2. Completitud

Una sucesién {u,} de elementos de un espacio métrico (p. ej.L*(f2)) se denomina
fundamental o de Cauchy, cuando para cualquier € > 0 existe un nimero N, tal
que d(tns, u,r) < € para cualesquiera n’ > N, n” > N,.

De acuerdo al axioma de desigualdad triangular sobre la métrica d(u,v) se de-
muestra que toda sucesién convergente es fundamental:

Si {u,} converge a u, sabemos que cualquiera sea € existe un nimero N, tal que
d(un,u) < § para todo n > N.. Luego, d(u,, upr) < d(ty,u) 4 d(u, uyr) < € para
cualesquiera n’ > N, n” > N,.

Se define un espacio como completo si toda sucesion de Cauchy de él converge.

A.1.3. Densidad

Un conjunto D C FE, siendo E un espacio métrico, es denso si: Para todou € F'y
e >0, existe v € D tal que d(u —v) < €
E es separable si existe D C E es denso numerable.

A.1.4. Compacidad

Un espacio métrico es compacto si toda sucesién {u, } C E admite una subsucesién
convergente a un punto de F.

A.1.5. Espacios de Banach

Un espacio de Banach se define como un espacio vectorial normado completo. Se
cumple entonces que todo espacio de Hilbert es de Banach pero el reciproco no es
cierto necesariamente.

A.1.6. Teorema de la Proyeccion Ortogonal

Teorema A.1 Sea H un espacio de Hilbert, V' un subespacio lineal de H .
Dado f € H, existe un unico f* €V tal que

— * — 1 J—
I = Il = min|lf o]

Demostracion: Definimos d = inf {||f — v||/v € V} . V es completo y cerrado, de
su definicién. Si d = 0 = f = f*. Luego, suponemos que d > 0. Consideremos el
conjunto

Cn:{UGV/||f—v||§d+%}
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sean vy, vy dos elementos de C,,, vale la siguiente identidad (del paralelogramcED:

lr +v2 = 2F|1* + [l — wa]|* = 2 (lon = fI* + [lv2 = f1I%)

sabiendo que %3*2 € V podemos acotar la expresién anterior segin:

8d 4
Jvg — va* < — + —
n o n

que resulta una relacién para 2 elementos cualesquiera de C), En particular pode-
mos elegir dentro de C,, una sucesién {v, }. Esta resulta ser de Cauchy pues:

8 4
”vn_vn +p||2 S _+_2
n n

para todo p > 0. Luego, a medida que n — o0, v,, converge a un limite, llamémosle
f*eC, CcV.Secumple || f — f*|| < d entonces

If = fll = d=min|[f -]

Para probar la unicidad del resultado,
sea d = ||f — fill = ||f — f2|| se cumple que # eV

A< Nf = 3+ B < g7 = Al + 17— ol = d

Llamando u = =1, v = L= tenemos que ||ul| = [jv]| = 1y |lu+v| = 2. Por la

identidad del paralelogramo resulta ||ju — v|| = 0 y finalmente f; = f.

Se deduce el siguiente resultado:

Teorema A.2 f* es la mejor aprozimacion de f en'V si y solo si:

(f — f*,v) =0 para todov € V

Demostracion:

P

(f* —v) € V para todo v € V, luego, (f — f*, f* —wv) = 0. Por el teorema de
Pitagoras,

If = vl* = 1f = FIF+ 1L = ol

Entonces || f — f*||* < ||f — v||* =, para todo v € V y f* resulta la mejor aproxi-
macion.

1 lla + bl + [la — bl|> = 2 (|la]|> + [|b]|?)
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Demostracion:
= Sea v, = f*+ a(v — f*) donde a € C y v € V. Por definicién de f* como la
mejor aproximacién de f en V:

Lf = P <N f = vall® = (f = vas f = va) = [If = FFIP + |afllo — £
_a(v_f*uf_f*)_d<f_f*7v_f*)

Para que pueda cumplirse la primera desigualdad es necesario que:

alw=ff=f)+al—ff—f)<lafllo—fP
Escribimos « en la forma a = |ale? | y definimos v = v — f*. Dividiendo la
expresion anterior por || y tomando |a| — 0:

€i€<u,f—f*)+6_i0(u,f—f*) SO

Esta expresion se cumple para todo u € V' y para todo 6. En particular si consi-
deramos 6 = 0 la expresion sigue siendo valida e implica:

(u, f— f") =0, YueV

con lo que queda demostrado el teorema.

A.1.7. Adjunto de un operador

Sean F, F' espacios normados, y A un operador acotado entre ellos. Entonces se
define el operador A* : F* — E* como:

(A%p)(z) = p(Ax) (A1)

para o € F* y x € E. Este operador es lineal y acotado, y se denomina adjunto

de A.

A.1.8. Espacios de funciones diferenciables

Sea I un intervalo arbitrario de R. Para p € N definimos el espacio de funciones
CP(I) segin

CP(I) ={f : R(o C tal que f es p-veces continuamente diferenciable}

Cuando f € CP(I) decimos que f es de clase CP. Cuando se dice que f es conti-
nuamente diferenciable, esto significa que f es diferenciable y que x — f'(x) es
continua.
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A.1.9. Derivacion de operadores

Sean V', W espacios normados completos y U C V un conjunto abierto. Un ope-
rador F': U — W es diferenciable Fréchet en € U si existe un operador lineal
acotado Lp : V — W tal que:

NF(z+h) — F(z) = Lp(x) - (h)[lw

lim
h—0 k|l =0

(A.2)

Para todo h € V.
La derivada fuerte o de Fréchet, cuando se aplica a espacios de dimensién finita,
corresponde a la matriz jacobiana del funcional.
La existencia de la derivada fuerte, asegura la existencia de derivadas direccionales.
Un funcional F' : U — W es diferenciable Gateaux en x € U si F tiene derivadas
direccionales en todas las direcciones. Esto significa que existe un funcional G :
V — W tal que:

G(h) = lim F(z +th) — F(x)

t—0 t

(A.3)

para todo h € V.

Luego si un operador es derivable en el sentido de Fréchet en x, esto asegura
Lr = G pero no a la inversa.

A.2. Sobre la integral de Lebesgue
Es necesario para su definicion:
I. un conjunto X.
II. una o-algebra de X: 7
a) Dy X Cr

by Ser=X\Ser

¢) S1,8,...,Sp,...€T= S er

n=1

111. Una medida sobre 7 es una funciéon pu : 7 — R, que tiene las siguientes
propiedades:

a) u(0) = 0.
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b) Si S, es una secuencia de conjuntos disjuntosE]

(X, 7, 1) es un conjunto medible.

A.2.1. Definicion: funciones caracteristicas

La funcion caracteristica de un conjunto medible A se denota x 4 y se define segun:
(z) = 1 si z€A

XATT=0 si @ ¢ A

A.2.2. Definicién: funciones simples

Sea (X, 7, 1) un espacio medible, y S1,...,S, C X. Una funcién e definida en X se
denomina funcién simple cuando es combinacién lineal de funciones caracteristicas
de modo que:

e= Z a;Xs, (A.4)
i=1

Teorema A.3 Toda funcion f(x) es medible segin p en X sty sdlo si puede ser
representada como limite de una sucesion uniformemente convergente de funciones
medibles simples.

A.2.3. Definicion: Integracion

n

Supongamos que (X, 7, ;1) es un espacio medible y que e = Z ;X es una funcién
i=1
en X no negativa. La integral de e sobre X con respecto a la medida p es el nimero

no negativo denotado por / edp y definido por
X

/X edp = Z a;11(S;) (A.5)

Se dice que e es integrable si / edp es finito.
X

1S, NSy, =0sin#m
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A.2.4. Derivacién bajo la Integral

Teorema A.4 Sea I un intervalo real y (X, T, ) un espacio medible.
Sea f: X xI— R tal que

1. f(x,-) es absolutamente continua en I para casi todo x € X.
1. Para todo \ € I existe 2L para casi todo x € X.

oA

1. f(-,A) es integrable en X para todo A\ € I. En particular, estas condiciones

implican que N estd definida en casi todo (x,\) € X x I. Supongamos que

existe una funcion m, integrable en X, tal que

-

R m(z) V(z,A\) € X x I donde 2 esté definida.

Ox
Entonces
of .
"oy ¢ integrable en X para todo \ € 1

» [ f(z,N)dx es deriable en I y se cumple

d of
a/xf(m’)\)dx:/xa(x’ A)dx VYAel

A.2.5. Teorema de Fubini

El teorema de Fubini establece que si:

/ eyl d(z,y) < oo
AxB

la integral tomada respecto a la medida producto en el espacio A X B, entonces

J ([ rwanar)ao= [ ([ semac)ar= [ sopie)

Las primeras dos integrales suponen integracién con respecto a las medidas de A
y B respectivamente mientras que la tercera lo es respecto de la medida producto.
También vale,

/ﬂ@m/mw@: F(@)9(y) diz )
A B AxB

155



A.3. INTERCAMBIABILIDAD ENTRE EL EL PROMEDIO TEMPORAL Y LA INTEGRACION
ESPACIAL.

Aplicando estos conceptos sobre el conjunto L?(Q), podemos definir a la medida:
u(A) = Nhi%oﬁ Z xa ( (A.6)

donde A C L*(Q), u* € L*(2) es una secuencia de estados fisicos.

A.3. Intercambiabilidad entre el el promedio tem-
poral y la integracion espacial.

Sea 1 una medida de probabilidad en L?(Q) N C(Q2), donde C(2) es el espacio de

funciones continuas en €2, tal que para cada x € €2 se tiene <]u(x)|2)1/2 € LQ(Q).
Entonces:

I (u(z1)u*(xq)) existe para cada (zq,x2) € Q X Q.
1. (u(zy)u*(z2)) estd en L?(Q x Q)

I1I. Se cumple:

< /0 1 /0 1 U(-’L’)U*(x’)w(w’)w(x)d$dx’> = /0 1 { /0 1 (u(z)u* (")) p(a")dz' | Y (x)dx
(A.7)

Es decir se verifica el intercambio entre el promedio temporal (e) y la inte-
gracion espacial.

Para demostrar (L)), definimos los funcionales f,, : L*(2) N C(Q) — R de forma
que fy,(u) = u(z;). Debemos demostrar que existe:

(e @) = [ () f, () (A8)
L3 (Q)
si el funcional f, (u) = u(x;)
Primeramente, aclaramos que resulta de integrar en L*(Q) respecto de la medida

. Sea el funcional b : L*(Q)NC(Q2) — R tal que h(u) = u(x). De acuerdo a (A.3)

podemos escribir:

h(u) = Jggozozm u) = arxs, (u) + aaxs, (u) + . ..
=1

IEsta hipétesis supone que el promedio temporal sobre la norma de los campos de velocidad
es acotado en L2, fisicamente esto implica trabajar con campos en los que la energia cinética
estd acotada.
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Luego,
/ h(w)dp = oqpu(S1) + agpu(Ss2) +
L2(Q)

De la definicién de medida (A.6]),

N-1
/ h(u)du:m(hm—ZX& )—i—ag(hm—ZXSz )>+...:
L2(Q) N—oo —
1 -
:]\}gr(l)oﬁ(ul(x)+u2(x)+...+u]v Y

A partir de la hipétesis de ergodicidad sobre u en (3.3)) el resultado esta de acuerdo
a la definicién de promedio temporal. Entonces

[, wdn =
2(9)

Volviendo a (A.8]), podemos acotar la integral sirviéndonos de la desigualdad inte-
gral de Holder :

1/2 1/2
. 2 _ 2
R TCE F ARTAC T
/ ot (@) f o) < () 2Y2 - (o) 2)?
12(9)

Con lo que su existencia quedara asegurada. Para probar partimos de la
desigualdad anterior, multiplicando por el conjugado del miembro izquierdo de

A
[{w(@)u"(22)) (W (21)u(@2))] < (Ju(@)[?) - (lul@2)]*)
Entonces, integrando dos veces sobre €2,
< [/<|u |>d93] < 00

con lo que se demuestra . El resultado permite asegurar que el ntcleo del
operador integral $ pertenece a L?.

Por ultimo, de acuerdo al teorema de Fubini , podemos cambiar el orden de
integracién en . Antes, debemos demostrar que la integral existe. A partir de
y utilizando nuevamente la desigualdad integral de Holder, podemos escribir:

< [ [ Hutwu @) plev o)l dode,
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A.4. PROPIEDADES DEL OPERADOR DE FREDHOLM

/ / [l )u*(22)) o(x2)" (21)| daydes < U / (e xZHdeZ} n
[//“9‘”72 “(21)] dx1d$2:| < 00

Ahora podemos aplicar el teorema de Fubini:

/Q/Q (u(z1)u*(z2)) p(z2)V" (21)da1das =

- /Q /Q /LQ(Q) Jur (W) f2,(W)p(@2)0" (21)dpdadas =
- /LQ(Q) [/Q/Qf:m(U)f;(U)¢($2)¢*(m1)dx1dx2 du

Con lo que se prueba (LIL]).

A.4. Propiedades del operador de Fredholm

El operador (RY) (z) = [, (u y)) ¥ (y)dy puede asimilarse al operador de Fred-

holm. Este se deﬁne a partlr de la ecuacion integral de Fredholm. En particular,
las ecuaciones de primera especie:

- / b K(t,s)f(t)dt (A.9)

La funcién K se llama ntcleo de la ecuacion, se supone medible y que verifica:

b b
//|K2(t,s)|dsdt<oo (A.10)

La funcién f(t) € L?[a, b).
En correspondencia con (A.9) se define al operador T

Tf=g

Teorema A.5 Si K(s,t) es una funcion de cuadrado integrable, el operador T
resulta compacto y su norma satisface la desigualdad:

1A < \// / K2(1, )| dsd (A11)

158




APENDICE A. RESULTADOS DEL ANALISIS FUNCIONAL

Demostracion:
Debido al teorema de Fubini (A.2.5)), a partir de (A.10) se puede asegurar que
existe para casi todo s:

b
/mth

K (s,t) pertenece como funcién de t a L?[a,b] para casi todo s. Luego, como el
producto de dos funciones L?[a,b] pertenece a L'[a,b], la integral en existe
para casi todo s y en consecuencia g(s) estd definida para casi todo s.

Podemos luego probar que g(s) € L*[a,b]. En virtud de la desigualdad de Cauchy-
Buniakovski, tenemos para casi todo s:

o =| [ K oswa] < [IKes)Pa [k =7 [ ek

Integrando respecto de s y sustituyendo la integral sobre f: |K(t,s)|*> por una
integral doble, obtenemos:

b b b
HHWa/MM%SWW//UW@WM (A12)

El resultado prueba la integrabilidad de |¢g?(s)| y demuestra la estimacién
para la norma del operador.

Para probar que T es acotado, consideramos en primer lugar un sistema completo
ortogonal de L?[a, b], {1, }. Los productos del tipo {t,,(s)1,,(t)} forman un sistema
completo en L?([a, b] X [a,b]). El nticleo puede ser escrito en la forma:

K(s,t) = Z Z AP (8)1n (1)

Considerando el ntcleo K definido de acuerdo a:

N N
En(s,t) = > ) tyntm(s)thn(t) (A.13)

m=1 n=1
Podemos asociarle un operador Ty de la misma manera en que definimos a T". Ty
es compacto pues transforma todo el espacio L?[a, b] en un subespacio de dimensién

finitalk

N

Tof = [ Kt )0t =303 anntin(s) [ Fwniat = (A9

=1n=1

= ()Y s (A15)

n=1

LOperadores de este tipo se denominan degenerados.
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donde ,
m:/f@%®ﬁ

De esta forma toda f € L?[a, b] es transformada por el operador Ty en un elemento
del subespacio de dimension finita generado por los vectores v, ...,1¥yN. Ahora
bien, como Ky es la suma parcial de la serie de Fourier (A.13)) de la funcién K

borb
/ / K(s,t) — Kn(s,t))*dsdt — 0 para N — o0

Aplicando la estimacién de la norma hallada en (A.11)), al operador 7" — Ty, se
deduce que:
|T —Ty| — 0 para N — o0

Empleando el teorema que establece que el limite de una sucesién convergente

de operadores compactos es un operador compacto, se obtiene la compacidad de
T.

A.4.1. Teorema sobre convergencia de operadores compac-
tos
Teorema A.6 Si {T,} es una sucesion de operadores compactos en un espacio

de Banach E que converge, sequn la norma, a un operador T, el operador T es
también compacto.

Demostracion:
Para probar la compacidad del operador T', basta con probar que para cualquier
sucesion acotada de elementos de E, x1,2, ..., %y, ..., es decir ||z,|| < Cte, se

puede extraer de la sucesién {T'x,} una subsucesién convergente.
Sabiendo que el operador T; es compacto, de la sucesién {71z, } puede extraerse
una subsucesiéon convergente. Sea:

acgl), xél), ORI (A.16)

. 1 : . 1
una sucesién tal que {T1x$I )} converge. Consideremos la sucesién {Tgxgl )}, es po-
sible extraer una subsucesién convergente de ella. Sea:

x@,xg), cx@
la subsucesién de l) tal que {szﬁf)} converge. Debe cumplirse que {T- 19:7(12)}
también converge. Analogamente, podemos elegir de la sucesién {$$12)} una subsu-
cesion
3 .3

3
7, Xy ,...,xf(l),...
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3 . . . S
tal que {T: 31’7(1 )} converge y asi sucesivamente. Considerando la sucesion diagonal

$§1),x§2), e ,a:n"), e
Cada uno de los operadores 14,75, ..., T,, ... transforma esta sucesion en conver-
gente. Para probar la compacidad de 7" debemos probar que la sucesion {Tx%n)}
también converge. Como el espacio E es completo, es suficiente demostrar que
{Txgln)} es una sucesion de Cauchy. Se tiene:

(T = TalV|| < T = Do ||+ 1| Tl = Trary ||+ | Tl = TV || (A17)

Puede elegirse k de manera que ||T'— T,|| < 35 Sea N tal que para todo n > N
y m > N se cumple:

1T — Tali? | <

De (A.17)) se deduce:
| Tz — Tal™|| < ¢

para todos los n y m suficientemente grandes.

Teorema A.7 (Hilbert-Schmidt) Para cualquier operador lineal T autoconju-
gado y compacto en un espacio de Hilbert H existe un sistema ortonormal {p,} de
vectores propios, correspondientes a los valores propios {\,} tal que cada elemento
de H se puede escribir de manera unica en la forma:

§= Z cror + &
donde el vector & wverifica la condicion TE = 0; ademds,
T¢ = Z AkCkPk
Y
Jim Ao =0

Notacion: la cantidad ¢, = (€, o)
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A.5. Problema del calculo de variaciones

A.5.1. Planteo general.

Sea ¢ = ¢(t) € R™ un vector de estado que define un arco I.

Dado I' se fabrica un entorno de arcos variados.
Estos arcos se expresan como una familia

q(t,e) e C™ /Nt e€[0,T)]
q(t,0) =T
q(t,e) =T 460

La familia verifica que Ve pequeno,

q(07€) = qo
9 } e

Se define al funcional J(I" / f(q ), t) dt, funcional del tipo de Lagran-

gel]

El problema consiste en hallar la funcién ¢*(t) que define I'* que proporciona un
extremo al funcional J.
Para ello se definen:

A ={q(t) €C™/(d,q,t) € D1, ¥Vt €10, 7],
con ¢(0) = qo, q(T') = qr fijos, J(I') < oo} (A.19)

siendo

Dy ={(¢,q,t) € C*} J:A, —R
ffD1—>R

i—o t€[0,T]

A,, es métrico con d,, Z Z sup \q] ( )|
j=1

. . Jq
2Consideramos como notacién ¢’ = a5
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Por otro lado, las variaciones de ¢ se aproximan segun:
9q

A.q=q(t,e) —q(t,0) ~ —‘ e (por Taylor)
e e=0
se llama variacién de q: dq
. J(e)
En general el operador variacion es: j(e) = 5 €
€ e=0

Suponemos que existe un arco I' = ¢(t,0) tal que J(I') = J(e = 0) es un extremo.

Con esto, para el funcional de costo

oJ

85 ce=0J

J(T 4+ 6T) — J(T) = J(£) — J(0) ~

Por la condicién necesaria de extremo, 6J = 0.
Calculamos entonces 6.J considerando la familia ¢(t, ¢)

0 =9 [/OT f(q’(t,s),q(t,s),t)dt]

Como ni 0 ni 7" dependen de ¢,
0J =

/ olf q(t,e),t)]dt =
/ <8f8q oy 9f af oq
0 dq Oe|._, oq’' (95

/ f
—/0 (8(5q—|—8, )dt

‘5>dt:
=0

Dado que
%(M) = q’zé(%)
luego,
S10F%#) o] [ o
oo = [ 55) o] - G )
o \dt g o O0q aq

of of Of 1\ s
3_61'5(10 +/o (3(1 /861 >5th

6g=0en T y en 0, ver (A.18)
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Para satisfacer la condiciéon de extremo,

of _ ["of
dq  Jo Oq

debe ser §.J = 0, Voq' = dt = cte.

Se aplica el teorema fundamental del calculo variacional:

Sea a(t) € C° en [a, b]

/ba(t)h’(t)dt —0  Vh(t) € C*/h(a) = h(b) = 0

< a(t) = cte Vt € [a,b]

Con ello, el resultado anterior puede expresarse también asi:

Esta tdltima es la ecuacién de Euler-Lagrange, un conjunto de n ecuaciones dife-
renciales de 2° orden que requieren 2n constantes de integracion, que son qg v qr
€ R™, para su resolucién.

Observacion:

T
Cuando se tiene el problema de encontrar el extremo del funcional J = / f(d',q,t)dt
0

: o(d,q,t) = 0 peR" m<n
SUJetoa{ D(garta) = 0 b€ R )

donde el subindice « indica 0 o 7.

El problema es equivalente a encontrar el extremo de

F=J+¢& sujeto a ¢ =0
&1

geR"EeR, &= @ |, siendo & =¢(1)
&p
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A.5.2. Aplicacion sobre los modelos reducidos POD.

Supongamos que nos interesa minimizar

T n
J(a,y) = % /O o (Z a§> Byt (A.20)

donde @ = (ay,...,a,), a; = a;(t) representa a cada modo temporal, 7 es la
rotacion y a, 3 > 0 son parametros que se fijan.
Si la ecuacion (A.20) se halla sujeta a las condiciones

di=d—..=0 1<i<n
a;(0) = a;o (condicién inicial)

Esto es, cada ¢; representa a la ecuacién diferencial asociada a cada modo a;.

Para escribir explicitamente el desarrollo, supongamos n = 2, entonces:

CL/1 = hl + l11a1 + 112CL2 + Clnai + C112a10a2 + C1210a20a1 + 0122(13 +
+ iy + (e1 + fiiar + fizas)y + a7 (A.21)
a’2 = hz + lglal + l22a2 -+ 0211&% + C212G1G2 + C221Q2071 + CQQQCL% +
+ dyy + (e2 + fora1 + fra2)y + g2 (A.22)
Estas dos expresiones definen ¢y =a) —... =0y ¢po=ab,—... =0

Por lo expresado antes, el problema se reduce a buscar el extremo de

J(a,v,§) = %/OT (a(a% +a3) + 572) dt + /UT§1¢1 + aadt
sujeto a:
{ pr=ay—...=
pp=ay—...=0
Reemplazando,
0J =

T
/ {laar + & (=l — 2c111a1 — (cr12 + ci21)az — fuiy)+
0

§2(lo1 — 2co11a1 — (€212 + €221)a2 — fo17)] dar +

[vag + & (=112 — 2c122a2 — (c112 + c121)a1 — fi27)+

&a(—la2 — (€212 + c221)a1 — 2c222a2 — fa277)] dag

[By + &1(—e1 — fiiar — fizaz — 2g17) + &(—e2 — fa1a1 — fa2a2 — 2927)] 07 +
&10ay + &aday + [€1(—d1) + &a(—d2)] 07"} dt

+ o+ o+ 4+ o+
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0J =
T
/0 [ar + &1 (=l — 2c111a1 — (c112 + c121)az — fu1y) +
+ &(la1 — 221101 — (co12 + con1)as — fo17) — &) dardt + &16a1|§ +
+ /OT [vag + &1(=l12 — 2c122a2 — (c112 + c121)a1 — fi27) +
4+ &(—loz — (co12a1 + c221)a1 — 2ca02a2 — fa2y) — &b Sagdt + Eadas|d +
+ /OT By + &1(—e1 — fr1a1 — fizaz — 2g17)+
+ &a—ea — farar — fazas — 2g27)] 07 + (=d1)&18Y[g + (—da)éadn g —
- [ 6 ani+ -] =
=0

Imponiendo las condiciones & (T) = &(T") = 0, y las condiciones iniciales da;(0) =
daz(0) = 0, 6y(0) = 0, se eliminan en la anterior ecuacién, los términos &;day |7,
Ebasll y &07IE + &7

Haciendo ademas,
£ = aa +& (=l — 2cima1 — (e + ciz1)az — fuy) +
§2(—la1 — 2e211a1 — (€212 + C201)a2 — f17)
& = aag+&(—lip — 2c122a2 — (cr12 + c121)a1 — fra) +
+ ol — (0212 + 0221)611 — 2co2a2 — f227) (A-23)
Con las condiciones en el extremo 7' es posible asegurar la solucién tnica de esta

ecuacion que se integra hacia atras desde 7" hasta 0.
Las integrales que contienen da; y das se simplifican y la expresion para d.J resulta:

0J =
T
/ By + &i(—e1 — fiiar — frzas — 2g17)+
0
+ 52(—62 — f21a1 — f22a2 — 292’7) + dlﬁi -+ dgéé] (S’Ydt (A24)

En la determinacién de un minimo para la funcién de costo J, se busca que en
cada paso de célculo, sea §J < 0. Podemos establecer un valor umbral ¢ a partir
del cual 6J = €; ~ 0. Para asegurar lo anterior, necesitamos que el integrando de

(A.24) sea siempre negativo, luego:

6y = — [di&] + do&y + By + & (—er — fuiar — fr2az — 2g17)+
&a(—ea — fora1 — fazas — 2g27y)] (A.25)
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Conocido 97 se calcula nuevamente la ecuacion diferencial para los modos tem-
porales y se obtiene a, que representa a los modos temporales correspondientes a
7+ 07. Se evalia entonces J(a,y+dv) y lo comparamos con J(a, ) hasta verificar

0J = J(a,v+ dy) — J(a,y) < g

Implementacion.

Para calcular la solucion del sistema formado por las ecuaciones 1)
el método es similar al que ya conocemos para resolver el sistema (4.21]). Los
coeficientes de los términos asociados a las rotaciones pueden también estimarse
mediante identificacion polinomial.

I.

II.

I11.

IV.

Para un valor de a y (3 relativos a la ponderacion del costo del desprendimien-
to y del control respectivamente, calculamos la funcién de costo asociada para
cada caso de control, J,,, J,,, etc. Estos valores de la funcién J nos permiten
saber alrededor de qué velocidades se encuentra el minimo. Seleccionamos
entonces la velocidad ~; para la que J es minima. Disponemos entonces de

un valor de J© = .

K3

Con la solucién a(®)(¢) y con el valor de v; correspondiente podemos calcular
el sistema de ecuaciones para la variable adjunta & (A.23]). A partir de este
resultado, podemos determinar d+.

El nuevo valor de ¥(!) = ~; 4+ kév, donde & es una constante de médu-
lo menor a 1. En nuestro trabajo consideramos solo funciones de velocidad
constante. Introducimos este valor para resolver nuevamente las ecuaciones
. Esto significa que consideramos que los coeficientes de las ecua-
ciones diferenciales no cambian en nuestro problema. Esto implica considerar
que los modos espaciales, asociados a los dos modos fluctuantes con los que
trabajamos, difieren poco cuando el cambio de velocidad es pequeno.

Con el nuevo valor a(¢) podemos conocer JU y §.J. Si §J > 0, debemos
recalcular 7(1) = 4; — k67. En caso contrario, proseguimos con el calculo de
7™ hasta la convergencia 6.J™ = ¢.
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