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paciente y continua ayuda con los problemas matemáticos. Gracias a mis amigos
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2.3.5. Actuadores electrohidrodinámicos . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.3.6. Aplicaciones en el flujo alrededor del cilindro. . . . . . . . . 42

2.4. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3. Descomposición en modos ortogonales, POD 49
3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.2. Base POD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

1
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A.2.1. Definición: funciones caracteŕısticas . . . . . . . . . . . . . . 154

3
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Índice de figuras

1.1. Regiones del flujo perturbado.(Zdravkovich (1997)[145]) . . . . . . . 14
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curva de solución amortiguada (sólida). (b) Comparación entre los
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6.15. Potencia eléctrica adimensionalizada χ en función de la rotación

mecánica γ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

8



Introducción

Objetivos generales y espećıficos

La capacidad de manipular un escurrimiento en forma activa reviste gran impor-
tancia tecnológica y económica y es por ello que alĺı se dirige gran parte del trabajo
cient́ıfico en mecánica de fluidos. Asimismo, la necesidad de obtener mejores pres-
taciones aerodinámicas ha sido, desde hace más de un siglo, motor de progreso en
la ingenieŕıa mecánica. La creciente demanda energética en nuestro páıs y en el
mundo requiere respuestas de la investigación tanto en el campo de la generación
como en el del ahorro de enerǵıa. Se espera desde el presente estudio, realizar una
contribución en este sentido.

Ante todo conviene definir qué es lo que se entiende por control de escurrimien-
tos. El control sobre un flujo incluye todo mecanismo o proceso a través del cual
se causan modificaciones sobre el mismo de forma que su comportamiento difiere
del que se desarrolla en ausencia de control. Podemos citar a Prandtl(1904) como
pionero del control en fluidodinámico. En los albores de la teoŕıa de la mecánica
de fluidos, introdujo la teoŕıa de capa ĺımite, explicó los mecanismos del fenómeno
de separación de un flujo respecto a un cuerpo y describió varios experimentos en
los que dicho fenómeno fue controlado.
A partir de la obra de Gad-el-Hak et al.(1998)[46] se han establecido los fundamen-
tos de la moderna teoŕıa de control aplicada a la mecánica de fluidos. Se enuncian
alĺı diversas clasificaciones para el control de flujos, la primera de ellas distingue
la forma en que se aplica desde un punto de vista energético. En efecto, control
activo se define como aquél que requiere una fuente de enerǵıa externa para lle-
varse a cabo. Numerosos ejemplos de la vida cotidiana pueden hallarse desde la
simple apertura manual en el control del caudal que sale de una canilla, hasta
la observación del sofisticado diseño de la acción de los flaps en las alas de un
avión, que modifican la fuerza de sustentación. Contrariamente, controles pasivos
no requieren gasto energético alguno. Son ejemplos de control pasivo: el control de
la pérdida de carga en una cañeŕıa a proyectar mediante el diseño de su diámetro
o de su rugosidad; las sucesivas modificaciones de la forma que ha tenido los au-
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tomóviles desde su creación hasta nuestros d́ıas, etc.

Un aspecto destacable de los problemas de control en mecánica de fluidos es que
la ley que interviene es la ecuación de la dinámica de los fluidos, el conjunto de
ecuaciones de Navier Stokes. La resolución de las mismas es, hasta la fecha, uno
de los grandes problemas de la Matemática. Se tienen soluciones exactas sólo para
un conjunto muy reducido de problemas de sencillas condiciones de borde.

Las soluciones numéricas sin simplificaciones, requieren importantes recursos compu-
tacionales. A pesar de que se han podido analizar importantes problemas con si-
mulación, la técnica aún se encuentra lejos de poder dar respuesta a problemas
comerciales.

Paralelamente, el desarrollo computacional ha venido en ayuda de la experimenta-
ción en mecánica de fluidos. Nuevas técnicas de medida no intrusivas permitieron
no sólo la acumulación sistemática de resultados sino también la generación de mo-
delos para el análisis y el control. Es en parte gracias a ello que ocurrió un creciente
interés y progreso en la formulación de modelos reducidos. Estos consisten en una
reducción de las ecuaciones de Navier Stokes hacia una forma cuya solución es
posible, partiendo de observaciones de un escurrimiento dado que pueden provenir
tanto de la experimentación como de la simulación. Los modelos que resultan son
herramientas que sirven a la interpretación y a la predicción aplicada en control
activo.

Una forma particular de control activo es la utilización de actuadores electrohidro-
dinámicos. A partir de la introducción de descargas eléctricas en posiciones clave
de un escurrimiento pueden lograrse importantes modificaciones. Los actuadores
han sido estudiados bajo distintas configuraciones eléctricas(2004)[120] y en diver-
sas situaciones de flujo.
Particularmente, nos interesaremos en el control del flujos en estelas de cuerpos
pues constituyen un referente para una gran cantidad de aplicaciones de la inge-
nieŕıa como lo son el transporte terrestre y aéreo, turbinas y compresores, genera-
dores eólicos, intercambiadores de calor, estructuras civiles, etc. Entre las distintas
geometŕıas a estudiar, la del cilindro es la más extendidamente utilizada en la ma-
terialización de estos flujos.

Es, en suma, objeto principal del presente trabajo, el desarrollo y la aplicación de
los modelos reducidos en el estudio al flujo externo a un cilindro controlado con
actuadores electrohidrodinámicos.

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera, a continuación, en el Caṕıtu-
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lo 3 será estudiada la técnica POD que brindará los elementos para el planteo de los
modelos reducidos basados en datos experimentales, que se realizará en el Caṕıtulo
4. La base teórica de estos desarrollos se detalla en el Apéndice A.
La descripción del equipamiento necesario para efectuar las experiencias, y los
primeras resultados experimentales serán presentados en el Caṕıtulo 5. Por último,
en el Caṕıtulo 6 se analizarán los resultados relativos a la aplicación de modelos
reducidos a los datos provenientes de las medidas experimentales. A partir de
ello, se analizará un esquema de control y optimización basado en las técnicas
desarrolladas a lo largo del trabajo.
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Caṕıtulo 1

Flujo en estudio: estela de un
cilindro

1.1. Introducción

El flujo viscoso externo alrededor de un cilindro representa un flujo prototipo de
gran interés para la fluidodinámica. Buena parte de los estudios de flujos en estelas
de cuerpos romos han sido realizados sobre cilindros, gracias a su simple geometŕıa
y el comportamiento caracteŕıstico referente de los flujos de separación de la capa
ĺımite.

El estudio de este problema simple permite aprovechar en gran medida la biblio-
graf́ıa acumulada de anteriores trabajos y experiencias, a la vez que sirve como
base para aplicaciones sobre problemas más complejos. Sin embargo, un problema
sencillo como éste aún no consigue una solución ni exacta ni numérica cuando
involucra reǵımenes de alta turbulencia. En efecto, la simulación numérica directa
(DNS) aún resulta muy costosa en tiempo y no logra reproducir los reǵımenes en
los que se desarrollan la mayor parte de las aplicaciones prácticas. De todas formas,
incluso reduciendo los costos computacionales, conseguir la mera simulación de un
escurrimiento en estas condiciones no apareja necesariamente su comprensión de-
bido a las dificultades de interpretar de forma sencilla el carácter tridimensional y
no estacionario del flujo.
Repasaremos entonces, los fundamentos del flujo alrededor de un cilindro antes
de avanzar en el desarrollo de su control. Por empezar, distinguimos tres regiones
fundamentales desde donde se originan, además de la corriente libre incidente, los
distintos fenómenos para este flujo. Se muestran en la Figura 1.1, éstas son: las
capas ĺımite formadas en la superficie del cilindro (ii); las capas de corte, regiones
de flujo separado y acelerado (iii); la estela del cilindro (iv). La mayor parte de la
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Figura 1.1: Regiones del flujo perturbado.(Zdravkovich (1997)[145])

investigación se centra en el estudio de estas regiones. Por otro lado, el estudio de
la región señalada como (i) en el dibujo, llamada de flujo retardado o estancado,
tiene solución en general conocida. Ésta puede presentar alternativas en casos en
los que el flujo incidente es no estacionario. En base a las dimensiones del proble-

ma se define al número de Reynolds, Re =
UD

ν
. Siendo U la velocidad del flujo

incidente, D el diámetro del cilindro y ν la viscosidad cinemática.

1.2. Formación de vórtices

El conocimiento del fenómeno de desprendimiento de vórtices es particularmente
importante en múltiples aplicaciones. Se puede destacar entre ellas el arrastre y la
sustentación en cuerpos, el transporte de calor, las vibraciones, el ruido, etc.

Son varios los mecanismos de formación de vórtices, como permite ilustrar la Figura
1.2 respecto al fenómeno en su fase inicial, en el flujo externo al cilindro. Se muestra
la zona inmediatamente cercana a la pared (región ii de la Figura 1.1), la capa
ĺımite, donde se concentran los efectos de la viscosidad de un flujo. La secuencia de
imágenes corresponde al fenómeno conocido como separación de la capa ĺımite, que
es función de la distribución de presiones a lo largo de la capa ĺımite. La distribución
de presiones en el caso no separado se ilustra en la Figura 1.3. Se observa cómo
el escurrimiento sufre una aceleración desde el punto de estancamiento D hasta
el punto E. Asimismo, la curva de distribución de presiones indica cómo el flujo
se frenaŕıa desde E hacia F si no hubiera separación, la misma corresponde a un
modelo no viscoso o potencial. En el flujo real, a la desaceleración debida al campo
de presiones se suma la pérdida de cantidad movimiento por fricción viscosa en
la pared del cuerpo. La enerǵıa cinética de las part́ıculas fluidas llega a ser luego
insuficiente para seguir la trayectoria potencia y el flujo se separa en el punto S.
Como señaláramos, nos interesamos especialmente en flujo en la estela del cuerpo,

14



CAPÍTULO 1. FLUJO EN ESTUDIO: ESTELA DE UN CILINDRO

Figura 1.2: Formación de vórtices primaria.(Schlichting (1978)[114])

Figura 1.3: Mecanismo de separación de la capa ĺımite.(Schlichting (1978)[114])
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1.3. REGÍMENES DE ESCURRIMIENTO

caracterizado por la formación y desprendimiento de vórtices. Este proceso será es-
tudiado con mayor detalle luego de breve repaso de los reǵımenes de flujo externo
a un cilindro.

1.3. Reǵımenes de escurrimiento

Los distintos reǵımenes que pueden tener lugar en el flujo alrededor de un cilindro
se clasifican en función del número de Reynolds. Según Williamson(1996)[142], se
distinguen:

i. Régimen sin separación (Re < 5). Para bajos valores de Re, no ocurre sepa-
ración de la capa ĺımite, luego no se produce ni formación ni desprendimiento
de vórtices.

ii. Régimen laminar permanente (5 < Re < 49). En este intervalo se genera un
par de vórtices fijos y simétricos en la estela del cilindro, formando una región
de recirculación detrás del cilindro. La región, llamada también burbuja en
la bibliograf́ıa, aumenta de tamaño para Re crecientes.

iii. Régimen de desprendimiento laminar de vórtices 49 < Re < 190. Comienzan
a desarrollarse inestabilidades en la región de recirculación. La amplificación
de éstas se manifiesta en la estela, señala Williamson[142], y el proceso se
ajusta a un fenómeno de Bifurcación de Hopf que ampliaremos en 1.4. El des-
prendimiento de vórtices produce una fuerza de sustentación, de media cero,
que cambia en el tiempo periódicamente de acuerdo a la frecuencia de apari-
ción de los mismos. El ĺımite superior para este régimen encuentra diferencias
entre los autores: Williamson define un subintervalo 140 < Re < 194 para la
transición al próximo régimen. Por otra parte, Blevins(1997)[12] propone el
valor de 150, en tanto que Sumer Fredsoe(1997)[123], 200. Asimismo, para
Zdravkovich(1997)[145] la transición se produce en el rango 180 < Re < 200.

iv. Régimen de transición en las capas de corte 200 < Re < 3 · 105. En es-
te régimen, en la región de la estela el flujo es completamente turbulento.
Sin embargo, en la zona de separación el flujo continúa siendo laminar. Un
fenómeno de transición hacia la turbulencia ocurre en las capas de corte.
Como consecuencia de la complejidad del escurrimiento, comienzan a desa-
rrollarse estructuras tridimensionales

v. Régimen de desprendimiento asimétrico, 3 · 105 < Re < 3,5 · 105. En esta es-
trecha franja de Re, la región de transición a la turbulencia se desplaza desde
las capas de corte hacia el punto de separación de la capa ĺımite. El despla-
zamiento no es completamente simétrico y por ello, ćıclicamente, mientras
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CAPÍTULO 1. FLUJO EN ESTUDIO: ESTELA DE UN CILINDRO

un lado de la superficie del cilindro deviene turbulenta, la otra permanece la-
minar. Los puntos de separación de la capa ĺımite son entonces asimétricos y
cambian alternativamente. Se observa una fuerza de sustentación cambiante
en función del tiempo.

vi. Régimen de desprendimiento simétrico 3,5 · 105 < Re < 1,5 · 106. Se alcanza
el régimen turbulento en la capa ĺımite en ambos puntos de separación. El
punto de desprendimiento es simétrico. El tamaño de la zona de recirculación
y del ancho de la estela disminuye sensiblemente.

En nuestro caso, el estudio experimental se ha realizado para bajos números de
Re, dentro del régimen de desprendimiento laminar de vórtices y en estados per-
turbados del mismo. Lo describiremos entonces con mayor detalle a continuación.

1.4. Desprendimiento laminar de vórtices

Como señalamos, el régimen comienza alrededor de Re = 49, la estela que continúa
luego de la región de recirculación comienza a oscilar y el flujo se desestabiliza como
se ilustra en la Figura 1.4. Según Provansal(1987)[101] el fenómeno se explica como
una bifurcación de Hopf1.

Un nuevo régimen de flujo se establece entonces, caracterizado por un desprendi-
miento regular de vórtices de signo opuesto, de una y otra parte del cilindro. Las
sucesivas posiciones que ocupan los vórtices se denomina camino de Bénard-von
Karman. Un número adimensional puede ser definido a partir de la frecuencia de
desprendimiento, llamado número de Strouhal, St = fD/U . En este régimen, St
vaŕıa en función del número de Reynolds como indica la Figura (1.5).
Puede observarse que a partir de Re > 180 se observa una discontinuidad para
St(Re). Experimentalmente se comprobó que el desprendimiento resulta ser un
fenómeno tridimensional pues comienza éste a ser oblicuo con respecto al eje del

1 Si pensamos al flujo como a un sistema dinámico (ver Caṕıtulo 4) y al número de Reynolds
como un parámetro del mismo, en el espacio de las fases, el estado estable para Re < 49 corres-
ponde a un punto fijo, la primera de las fotos de la secuencia de la Figura 1.4. El sistema tiende
a dicho punto ante pequeñas perturbaciones, el estado de equilibrio final no depende del tiem-
po. Con el aumento del número Reynolds, las pequeñas perturbaciones dejan de amortiguarse
y, por el contrario, se amplifican. Dado que en un sistema f́ısico, la enerǵıa cinética no puede
aumentar indefinidamente, la amplificación es acotada y da lugar a una trayectoria periódica en
el espacio de las fases. Ésta se corresponde con el flujo con un desprendendimiento alternativo
de vórtices. La periodicidad corresponde, en el lenguaje de sistemas dinámicos, a un ciclo ĺımite,
lugar geométrico de los distintos estados del escurrimiento. El proceso de cambio de estabilidad
de un sistema dinámico desde un punto fijo a un ciclo ĺımite estable se denomina bifurcación
supercŕıtica de Hopf.
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Figura 1.4: Formación de los vórtices von Karman. Visualización y esquema de
Perry et al.(1982)[96]

cilindro. La relación entre la longitud y el diámetro de un cilindro, L/D aśı como
también las condiciones en los extremos del cilindro son causas del pasaje del flujo
de dos a tres dimensiones. Williamson (1988)[141] fue el primero en explicar la dis-
persión existente en las medidas de St en el régimen de desprendimiento laminar,
producida por una transición de un modo de desprendimiento oblicuo hacia otro.
En [141], Williamson considera que el desprendimiento paralelo es el de referencia,
al que le asocia un Strouhal de referencia que indica como Str.

Cualquier desprendimiento oblicuo posee un Strouhal que designa como Sto puede
ser transformado en el modo de desprendimiento paralelo Str a partir de la relación
Str = St0cosβ, donde β es el ángulo entre el filamento de vórtices y la dirección
del eje del cilindro.
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Figura 1.5: Evolución del número de Strouhal en función de Reynolds. (Williamson
(1996) [142])

Figura 1.6: Visualización de diferentes modos de desprendimiento laminar (Wi-
lliamson (1988)[141])

También Fey et al.(1998)[43] muestran que la evolución del número de Strouhal
en función del número de Reynolds es consecuencia de la tridimensionalización del
flujo en la estela. De su art́ıculo, se tiene la correlación para la relación St(Re) =
0,2684− 1,0356/

√
Re.

Una aplicación del conocimiento de la ley para el número de Strouhal es la sugerida
por Roshko (1953)[108], como herramienta para ser utilizada en la medición de
muy bajas velocidades a partir de St. La misma sirvió en el desarrollo de nuestras
experiencias.
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1.5. RÉGIMEN DE TRANSICIÓN LAMINAR

1.5. Régimen de Transición laminar

La primera discontinuidad que se observa en la Figura 1.5, marca la transición
del régimen laminar a la turbulencia, sucede para Re > 180. En esa circunstan-
cia, el desprendimiento pasa a ser tridimensional, en la forma llamada modo A de
desprendimiento (1996)[143]. El origen de este comportamiento se debe a la inesta-
bilidad en el alineamiento de los centros de los vórtices primarios. Estas estructuras
son deformadas como ondas en dirección perpendicular al eje del cilindro. En la
Figura 1.7 puede observarse la formación de una estructura longitudinal, llamada
por Williamson bucle de vórtice de modo A.
La escala de longitud en la dirección del flujo de estos bucles es de aproximada-
mente 3 a 4 diámetros.

Figura 1.7: Inestabilidades de modo A. Williamson (1996)[143]

La discontinuidad en la frecuencia de desprendimiento de vórtices producida por
el modo A es un fenómeno de histéresis, propiedad que puede verificarse para dis-
tintos Re según la trayectoria que se siga en una experiencia. Es aśı, por ejemplo,
que la discontinuidad puede observarse aumentando paulatinamente Re desde el
régimen laminar en un conjunto de mediciones, para un valor Re1. Si se deseara
volver a las condiciones iniciales disminuyendo Re no puede asegurarse que la medi-
da de la discontinuidad Re2 sea igual que Re1. El proceso se señala en la Figura 1.5.

Cuando el número de Reynolds aumenta hasta el rango 230-260, ocurre una se-
gunda discontinuidad para las curvas de St(Re). Esta se identifica con la aparición
de un modo B de desprendimiento. En efecto, consecuencia de la aparición de vor-
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CAPÍTULO 1. FLUJO EN ESTUDIO: ESTELA DE UN CILINDRO

Figura 1.8: Inestabilidades de modo B. Williamson (1996)[143]

ticidad longitudinal inducida por el modo A, se producen inestabilidades en las
capas de corte. Puede apreciarse en el esquema detallado en la Figura 1.8, que
aparecen ondulaciones en las capas de cortes provocadas por vórtices longitudi-
nales. La escala de estas nuevas estructuras es mucho más pequeña que aquella
asociada al modo A. Se reconoce una longitud de onda en las capas de corte cuya
longitud λ resulta del orden del diámetro del cilindro D. Asimismo, los ensayos
han demostrada que, a diferencia de lo que ocurre con el modo A, este mecanismo
no presenta histéresis. El resultado final de este proceso es la aparición de un nuevo
régimen hacia Re ∼ 300 caracterizado por la transición en las capas de corte.

1.6. Estructuras coherentes

Según la concepción puramente estad́ıstica de la turbulencia, la agitación turbulen-
ta se compone de estructuras de vórtices cuyos tamaños se reparten continuamente
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entre un máximo dado por la geometŕıa del problema en estudio, y un mı́nimo dado
por la escala de disipación viscosa. Éste último conjunto de vórtices, en interacción
mutua, confiere el movimiento de agitación aleatoria, incoherente, en el cual no es
posible distinguir una organización precisa.

El concepto de estructura coherente ha sido fundamental en la investigación de
la turbulencia en la mecánica de fluidos. Se trata de estructuras presentes en un
escurrimiento turbulento que poseen un movimiento cuasidetermińıstico, al con-
trario de las estructuras incoherentes, que tienen un carácter puramente aleatorio.
Esta noción, fue sugerida primeramente por Townsend (1956)[133] en el contexto
de flujos en capas de corte, en la observación de regiones de grandes escalas de mo-
vimiento organizado. En la época de esas primeras observaciones (1955) se pod́ıa
contar sólo con mediciones puntuales, de las cuales dif́ıcilmente pod́ıan extraerse
resultados sobre la forma y distribución de vórtices coherentes. Posteriormente
éstos trabajos fueron complementados por los aportes de Brown y Roshko[107],
quienes identificaron en el flujo de capas de corte a altos números de Reynolds,
estructuras coherentes a partir de visualizaciones del escurrimientos. La identifi-
cación visual condujo a la construcción de modelos f́ısicos a priori de las medidas
sobre los escurrimientos.
A partir de los años 80, el desarrollo tanto de la capacidad computacional como de
la técnica de medidas ha contribuido a la posibilidad de identificación y a la com-
prensión de los mecanismos de formación e interacción mutua de las estructuras
coherentes. A continuación se describen estos resultados.

1.6.1. Definiciones

Los investigadores aún no se han puesto de acuerdo sobre la definición precisa de
estructuras coherentes. A causa de ello, se tienen los distintos métodos matemáticos
de detección y análisis de estructuras coherentes. Podemos citar:

- Según Hussain[61], una estructura coherente es un dominio donde la vortici-
dad instantánea presenta un alto nivel de correlación espacial.

- Para Lumley[60], una estructura coherente corresponde a un objeto espacio
temporal cuya proyección sobre el campo de velocidades del escurrimiento
es máxima en el sentido de mı́nimos cuadrados.

- Para Lesieur[74], un dominio que contiene una concentración de vorticidad
local será considerado como coherente si conserva una forma reconocible
durante un tiempo suficientemente largo (del orden de 5 veces) comparado
con su peŕıodo de recurrencia.
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- Weiss[135] propuso como definición, regiones eĺıpticas en un flujo donde la
rotación domina la deformación. Este concepto supone que el tensor de velo-
cidad de deformación vaŕıa lentamente, en espacio y tiempo, comparado con
gradientes de vorticidad.

A pesar de la discrepancia en las definiciones, existe el interés común y la acepta-
ción de que, a partir del estudio de las estructuras coherentes de un escurrimiento,
pueden deducirse numerosas propiedades f́ısicas tales como: el arrastre y la sus-
tentación en cuerpos, el transporte de calor, las vibraciones, el ruido, la mezcla
turbulenta, etc. También se acuerda en que la comprensión de su dinámica, su
morfoloǵıa y la forma en la que interactúan unas estructuras con otra es clave a la
hora de plantear la optimización o el control en los problemas.

1.6.2. Métodos de identificación

Para tener un panorama completo de éstos métodos puede consultarse el art́ıculo
de Bonnet et al[13]. El método mas sencillo a llevar a cabo es el del tratamiento de
medidas en un punto. Los estudios espectrales, cálculos de momentos o de densidad
de probabilidad posibilitan acceder a informaciones globales como las frecuencias
caracteŕısticas, las separaciones o la intermitencia en fenómenos de transición.
Un primer desarrollo de técnicas de medida permitió llevar a cabo medidas sis-
temáticas en dos o más puntos logrando acceso a correlaciones espacio-temporales
en el flujo. En un trabajo precursor, Townsend (1956)[133] se sirvió de un modelo
anaĺıtico sobre estructuras de vórtices para validarlo mediante las correlaciones
espacio-temporales en un flujo de capa de corte. Éste método presupone el cono-
cimiento a priori del escurrimiento para poder extraer las estructuras coherentes.
La técnica de reconocimiento de patrones fue introducida por Mumford(1982) y
refinada posteriormente por varios autores, entre ellos el trabajo de Ferré y Gi-
rault 1989 citado por Bonnet (1998) en [13]. La técnica es un proceso iterativo que
posibilita determinar el promedio muestral2 de la estructura coherente y detectar
los patrones incorporados en las series temporales. El proceso comienza desde una
grilla inicial con una supuesta localización de una estructura coherente. Con análi-
sis de correlaciones, se logra hacer converger la grilla para obtener la localización
final. El método requiere, evidentemente, un conocimiento previo de la estructura
coherente, que puede lograrse con visualización.
El muestreo condicional es la técnica que ha estado relacionada con la tradicional
definición de estructura coherente dada por Hussain. Consiste en la elección, en
alguna región del escurrimiento, de señales de referencia, a las cuales se les aplica
un criterio para determinar los instantes que corresponden a la presencia de un

2Esto es, pensando a la medida como una variable aleatoria perteneciente a un espacio de
muestreo
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evento dado. Varios enfoques han sido considerados dependiendo en la variable de
referencia considerada (velocidad, vorticidad, presión, . . . ).
Como en algunos casos, las estructuras coherentes se confunden con las estructuras
de mayores escalas en un escurrimiento, se ha considerado el empleo de filtros ópti-
mos como herramienta de identificación. Los casos que pueden tratarse son aquellos
que presentan una gran concentración de enerǵıa para determinadas frecuencias.
Esta ha sido la propuesta de trabajos como el de Brereton y Kodal (1994)[19] o
bien el de De Souza et Al.(1999)[37]. En éste último trabajo, se utilizaron técni-
cas de filtrado basado en frecuencia dominantes extráıdas mediante Análisis de
Fourier. El esquema funcionó eficazmente pues la estructura coherente se hallaba
bien localizada en el dominio de las frecuencias, como ocurre cuando se estudian
desprendimiento de vórtices del tipo Kelvin Helmoltz. Los autores señalan, no obs-
tante, que la técnica es en general ineficiente para flujos más complejos.
El método de estimación estocástica lineal fue introducido por Adrian (1979)[2]
en su estudio sobre turbulencia isotrópica. Se utiliza información en uno o más
puntos, conjuntamente con su estad́ıstica para estimar información en otras ubica-
ciones en el escurrimiento. La técnica se halla en conexión con la descomposición
en modos ortogonales(POD). Según Holmes (1996)[60] puede ser vista como un
modelo de función densidad de probabilidad basado en POD. El art́ıculo de Bonnet
et al. (1998)[14] muestra la relación entre ambos métodos en el análisis de capas
de corte.
La descomposición en modos ortogonales, introducida por Lumley (1968)[77] en
el contexto de turbulencia, consiste en la identificación de estructuras coherentes
cuya proyección de enerǵıa cinética sobre el escurrimiento es máxima. El enfoque,
de rápida convergencia, no requiere conocimiento a priori del flujo. La técnica se
adapta a distinto tipos de medidas, sean éstas un conjunto limitado de sondas con
gran resolución temporal o bien, medidas de buen muestreo espacial pero menor
resolución en el tiempo. Ampliaremos suficientemente en el caṕıtulo 3.
Mencionaremos por último, la extracción de estructuras coherentes a partir de
la transformada Wavelet. El trabajo de Farge (1999)[41] considera especialmente
la definición de estructura coherente de Weiss. La noción de coherencia la pre-
fiere ligada a la medida de la vorticidad más que a la de la velocidad. Discute
especialmente la consideración de las pequeñas estructuras como parte del flujo
incoherente, hipótesis de varios métodos, entre ellos el de POD. En un más recien-
te trabajo, Farge (2003)[42], compara la capacidad de extracción de vórtices en
un flujo turbulento homogéneo tridimensional entre wavelets y POD. La técnica
Wavelet resulta de mayor eficiencia en el problema ya que logra reproducir con un
menor número de funciones base o modos la dinámica del escurrimiento.
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1.7. Conclusiones

Se ha presentado a lo largo del Caṕıtulo el contexto donde se ubica nuestro tra-
bajo de investigación. Se ha estudiado brevemente el problema del flujo alrededor
de un cilindro a partir de recientes publicaciones. A partir de las nociones de es-
tructuras coherentes que se exponen en la literatura, hemos elegido trabajar con
el modelo POD en nuestro trabajo por las siguientes razones. En primer lugar,
en la práctica es mucho menor el costo computacional de emplear POD frente
al método de Wavelets. Además, hay un conjunto de problemas en los cuales no
se dan las caracteŕısticas de flujo turbulento homogéneo, en los que el modelo
POD funciona correctamente. Pueden citarse trabajos sobre flujos en capa ĺımite
Rempfer (1996)[106], jets Gordeyev et al. (2002)[51], Glaze et al. (2003)[50], flujos
en cavidades Cazemier et al. (1998)[20], flujo alrededor de un cilindro Deane et
al. (1991)[34], Xia et al. (2002))[144], Noack et al. (2003)[87] (2005)[11], en ca-
pas de corte Rajaee et al. (1994)[103], Braud (2003) (2004)[17][18], Perret et al.
(2005)[94], flujo compresible Vigo (2000)[127], modelado de turbomáquinas Will-
cox (2000)[138], etc.
Particularmente, el escurrimiento alrededor de un cilindro con baja turbulencia
puede ser descripto por muy pocos modos según Deane et al. (1991)[34], como ve-
rificamos en el desarrollo basado en datos de simulación numérica DNS (2005)[33].
La elección del método también depende del método de medición PIV3 que adop-
tamos. Como detallaremos, la resolución que brinda nuestro equipo de PIV no
permite la obtención de las escalas pequeñas del escurrimiento. Al utilizar POD,
estas estructuras son descartadas por un criterio energético mientras que en un
planteo con wavelets, las pequeñas estructuras no debeŕıan ser necesariamente
descartadas del modelo.
La descomposición POD es suficientemente eficiente para el flujo que estudiamos.
Asimismo, numerosos trabajos en control se sirven de la técnica en la construc-
ción de sistemas de ecuaciones ordinarias Ravindran (2002)[105], Homescu et al.
(2002)[59], Protas y Wesfreid (2002) [98], Siegel et al. (2003)[117], Noack et al.
(2004)[90], etc.

3Véase su descripción en la sección 5.3
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Caṕıtulo 2

Control del escurrimiento
alrededor de un cilindro

2.1. Introducción

El flujo alrededor de un cilindro sirve como banco de pruebas para el estudio y
el control sobre flujos en estelas de cuerpos romos. Asimismo, la geometŕıa del
cilindro se ajusta a muchos casos de aplicaciones directas de la fluidodinámica.
Entre las acciones de control activo que se han ejecutado hasta la fecha, destaca-
mos en primer lugar la rotación del cilindro sometido al flujo uniforme. También
se han realizado distintos trabajos empleando succión e inyección de fluido sobre
la superficie. Por otra parte, el calentamiento y el enfriamiento localizado de la
superficie de los cuerpos en cuestión, han sido utilizados como método alternativo
de control. Más recientemente, se han proyectado nuevas experiencias con actua-
ción electrohidrodinámica en el entorno de la superficie, cuyos efectos son objetos
de recientes investigaciones.
A continuación, describiremos algunos elementos esenciales de la actuación sobre
flujos alrededeor de cilindros.

2.2. Dispositivos de control activo.

2.2.1. Rotación uniforme del cilindro

El primer trabajo de control del que se tiene noticia fue publicado por Gustav
Magnus en 1853 para explicar la desviación de proyectiles debido a fuerzas aero-
dinámicas. Los proyectiles, de geometŕıa asimilables a la de un cilindro, sometidos
a rotación en su impulsión, experimentan una fuerza de sustentación cuando atra-
viesan un flujo uniforme. En una época donde la teoŕıa de la Mecánica de Fluidos
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no contaba con sólidas bases, el fenómeno fue llamado efecto Magnus. Puede lo-
grarse una primera estimación de la fuerza de sustentación que experimenta un
cilindro a partir de la teoŕıa de Flujo Potencial como una aplicación del teorema
de Kutta Joukowksi. Según esta teoŕıa, el coeficiente de sustentación1 para un ci-
lindro que rota cL = 4π. No obstante, el resultado se aleja de lo que experimenta
el flujo real debido a una serie de factores. Estos son:

i. La distribución de presión es simétrica solamente relativa al eje paralelo al
flujo uniforme.

ii. Siempre ocurre separación del flujo.

iii. el punto de estancamiento posterior descripto por la teoŕıa potencial no existe
a causa de la separación.

iv. Existe siempre una considerable fuerza de arrastre.

Después de las experiencias de Magnus, Prandtl (1925)[145] condujo una serie
de experimentos para determinar los cambios introducidos por la rotación de un
cilindro (Figura 2.1).
Entre otros resultados, determinó que la máxima sustentación que puede experi-
mentar el cilindro es cL ≤ 4π. Estudió además los efectos de borde y de la relación
L/D sobre este valor. Dichos valores seŕıan más adelante discutidos y origen de
nuevas investigaciones.
Tempranas aplicaciones del cilindro rotativo, o rotor, fueron las efectuadas por
Flettner(1925) y Madaras(1931). El primero, construyó un buque propulsado por
rotores (Figura 2.2). El buque probó ser confiable y eficiente pero, en la época
del diseño, no pudieron competir comercialmente con los barcos de propulsión a
motor2. Flettner propuso también por entonces un generador eólico basado en el
efecto Magnus. Por la misma época, Madaras(1912) comenzó su proyecto de un
generador de enerǵıa basado en una serie de rotores. El modelo tuvo poca fortuna
pues al ensayarse el prototipo (Figura 2.2), éste sufrió la acción de fuertes vientos
que lo derribaron. La compañ́ıa que financiaba el proyecto, Detroit Edison Co.,
desistió de esta forma de generación.
Después de Prandtl, numerosos estudios se han llevado a cabo desde entonces sobre
el flujo alrededor de un cilindro con rotación, un compendio de los cuales presen-
tan Chew et al. (1995)[28]. Uno de los temas de interés de investigación es el de
la estimación de la máxima sustentación que puede lograrse en este tipo de flujos.

1El coeficiente de sustentación para un cilindro cL =
FL

1
2ρU2LD

, donde FL es la fuerza de

sustentación.
2Jaques Cousteau y la sociedad Cousteau utilizaron un barco similar, llamado Calypso II,

para la exploración oceanográfica durante la década de 1990.
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Figura 2.1: Visualización del flujo a Re=4000 alrededor de un cilindro que rota con
velocidad tangencial Ur. (a)Ur/U → 0, (b) Ur/U = 1, (c) Ur/U = 2, (d) Ur/U = 4,
(e) Ur/U = 6, , (f) Ur/U2/→∞

Una de las fuentes de discrepancia es la dificultad de realizar medidas debida a las
limitaciones impuestas por la rotación del cilindro. Tokumaru et al.(1993)[131] de-
mostraron para resultados Re = 3800 que para una rotación adimensional3 γ = 10
y una relación entre el largo y el diámetro del cilindro L/D > 18,7 el ĺımite cL = 4π
es superado en un 20%.
Otro aspecto para analizar es la variación de la frecuencia de desprendimiento de
vórtices a causa de la rotación. Existió un relativo desacuerdo al respecto, para
valores de γ < γL = 1,91, Chew et al.(1995)[28], Diaz et al.(1983), Kimura y Tsu-
tahara (1991) y Jaminet y Van Atta (1969)[66] muestran que St aumenta con γ.
Por otra parte, Hu et al(1996) y Kang y Choi(1999) reportan que St disminuye
con γ.
Éstos y otros aspectos del flujo alrededor de un cilindro rotativo motivaron el
trabajo de Mittal y Kumar (2003)[85], de simulación numérica validada por expe-
riencias, que efectuaron un estudio para Re=200. Estos autores señalan que para

3Para una definición de éste parámetro véase la sección 5.6.2.
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Figura 2.2: Buque con rotores. Flettner (1925)(izquierda). Vista del rotor del ge-
nerador de Madaras (1931)(derecha)

número de Re mayores, los efectos tridimensionales, una probable causa del de-
sacuerdo en cuanto a la relación St−γ, comienzan a tomar un rol más importante
y deben incluirse. Realizan un análisis de estabilidad lineal en este régimen para
determinar los valores entre los cuales hay desprendimiento de vórtices. Determi-
nan el intervalo 0 < γ < 1,91, donde el camino de vórtices de von Karman se
estrecha y sedesv́ıaa respecto del eje del cilindro paralelo al flujo incidente. Para
determinar el intervalo sin desprendimiento 1,91 ≤ γ ≤ 4,34, aplicaron un análi-
sis de estabilidad. Dentro de este intervalo, los tiempos numéricos de extinción
de las perturbaciones son relativamente muy largos. Es por ello quee, en trabajos
anteriores de simulación, algunos investigadores consideraran que continuaba el
régimen desprendimiento. Para valores de γ > 4,34 se produce desprendimiento de
una forma distinta, con frecuencias de desprendimiento mucho más bajas y desde
sólo uno de los lados del cilindro. En cuanto a la variación del número de St, su
resultado se muestra en la Figura 2.3 donde pueden observarse los intervalos de
cada régimen mencionado.
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γ

Figura 2.3: Variación de St con respecto a la rotación adimensional γ. Mittal y
Kumar(2003)[85].

2.2.2. Control mediante oscilaciones del cilindro

Existe también otro tipo de control que se puede lograr a partir de rotaciones no
uniformes del cilindro. Uno de los primeros intentos por implementar esta idea
fue hecho por Taneda(1978), quien estudio la acción oscilatoria sobre la formación
de vórtices detrás del cilindro (Figura 2.4). Más tarde, Tokumaru y Dimotakis
(1991)[132],unun aplicaron una señal sinusoidal simple para la rotación de un ci-
lindro bajo el régimen Re = 15000 y lograron una notable modificación de la estela,
incluyendo una importante supresión de desprendimiento de vórtices acompañada
por una reducción del arrastre. El efecto de oscilaciones fue luego estudiado por
varios investigadores. Filler et al. (1991)[44] estudiaron la respuesta de las capas de
corte separadas respecto a oscilaciones de pequeña amplitud. Lu y Sato (1996)[76],
y Shiels y Leonard estudiaron el problema de la dinámica de vórtices y su relación
con el número de Re.

Más recientemente, Graham et al. (1997)[52][53], He et al. (2000)[57], Homescu
et al. (2002)[59] comenzaron a utilizar la teoŕıa de modelos reducidos para el di-
seño del control en este tipo de problemas. He et al. y Homescu et al. estudian el
problema de optimización del control mediante funciones de rotación constantes
y armónicas, sin pasar por la utilización de modelos reducidos basados en POD.
Graham et al., propusieron un modelo basado en funciones POD con el objeto de
reducir el nivel de intensidad de las fluctuaciones de los campos de velocidades
asociadas al desprendimiento de vórtices. Plantean un sistema de lazo cerrado4 en
el cual la excitación es la rotación angular, una función continua. La limitación

4En un sistema de lazo cerrado las variables de salida son comparadas con las variables de
entrada al sistema de manera tal que se establece una acción de control como función de la
diferencia entre la entrada y la salida. Por el contrario, un sistema de lazo abierto es aquel donde
la salida no tiene efecto sobre la entrada.
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Figura 2.4: Modificación de los patrones de ĺıneas de corriente al aplicar oscilaciones
del cilindro a bajos Re. Taneda (1978)[145].

que encontraron los autores es la necesidad de refrescar las bases POD durante el
lazo cerrado y la necesidad de un número relativamente grande de variables para
representar al escurrimiento controlado.
El problema fue retomado, entre otros, por Protas y Wesfreid (2002)[98] quienes
agregaron al modelo reducido POD una función estacionaria que llaman ”modo
cero”. Este modo surge de la consideración de la solución estacionaria inestable del
flujo alrededor de un cilindro. Para bajos Reynolds Re = 150, los autores suponen
que el mecanismo debeŕıa conservarse para más altos Reynolds, realizan la optimi-
zación del flujo a partir de funciones armónicas en pos de reducir el arrastre a un
mı́nimo. El modo cero5 otorga estabilidad a su sistema dinámico de lazo abierto.
Con la incorporación del modo cero, Gerhard et al. (2003)[48] condujeron el diseño
de un sistema de control basado en la acción de fuerzas volumétricas incluidas en un
modelo reducido POD. Noack et al. (2004)[89][90] trabajaron sobre la construcción
de modelos reducidos POD para el control de lazo cerrado con la incorporación
de fuerzas volumétricas aśı como también oscilaciones armónicas, con el objeto
de suprimir los desprendimientos de vórtices. Bergmann et al. (2005)[11] traba-
jaron sobre el mismo objetivo utilizando modelos reducidos POD. En su estudio,
el empleo de optimización sobre una función armónica de la oscilaciones produ-
ce una reducción del 25% del arrastre sobre el cilindro. Este trabajo, como los
anteriores, se han desarrollado a partir de datos de simulaciones numéricas, que
permiten obtener soluciones en bajos Reynolds. A pesar de los resultados obteni-
dos, Bergmann señala que la resolución de un problema de optimización sobre las
ecuaciones diferenciales ordinarias de los modelos reducidos no asegura necesaria-
mente encontrar el óptimo de la ecuación de Navier Stokes. No obstante, se han

5Más detalles se dan en la sección 4.2.2.
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desarrollado herramientas que permiten obtener resultados verificables con bajo
costo computacional.

2.2.3. Control mediante inyección y succión de fluido

También Prandtl fue precursor en el control de la capa ĺımite mediante succión de
fluido. La Figura 2.5 presenta la visualización del flujo realizada por Prandtl donde
se realiza la succión a partir de una ranura ubicada a un ángulo θ = 140o respecto
del punto de estancamiento. Puede observarse que el fenómeno de desviación de la
estela es similar al logrado mediante rotación del cilindro. Esto es debido a que la
aspiración de la capa limite en un lado del cilindro retarda la separación del flujo
de la superficie superior.

Figura 2.5: Visualización de un cilindro con una ranura de succión a θ = 140o,
Re = 4000. Prandtl (1925)[145].

Más tarde, Thwaites (1948) y Chesseman (1968) retomaron las experiencias de
Prandtl de succión. Uno de los objetivos propuestos era el de lograr un incremento
de la sustentación en cuerpos romos independientemente del ángulo de incidencia
entre su dirección principal y la del flujo incidente. Mediante la acción de control
en cilindros porosos Thwaites consiguió reproducir un escurrimiento similar al que
predice la teoŕıa de flujo potencial, la cual no considera los efectos viscosos y en
consecuencia, la existencia de la capa ĺımite.
El soplado o inyección de fluido en forma tangencial a la superficie de un cuerpo
es otra forma de controlar el desprendimiento de la capa ĺımite. Desde un punto
de vista práctico, la inyección de fluido resulta más sencilla de conseguir que su
succión. Esto se debe a que puede producirse aire comprimido fácilmente a partir
de un motor y además la ranuras de inyección, a diferencia de cuando succionan,
no tienen el inconveniente de taparse con suciedad.
Para obtener resultados más completos Mathelin et al. (2002)[80] estudiaron el
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efecto de inyección uniforme en un cilindro a bajos Re donde el flujo permanece
bidimensional. Sus resultados, validados con anteriores experiencias (2001)[81][82],
permiten crear un modelo que relaciona el número de Strouhal con la inyección,
aśı como también los efectos sobre el arrastre y la transmisión de calor.
El trabajo de Park et al. (1994)[93], constituyó un esfuerzo por lograr un sistema
de lazo cerrado a partir de este tipo de control. A partir de simulaciones numéricas
para bajos números de Re(< 100), construyeron su modelo mediante entradas de
inyección por un lado y succión por el otro, y un grupo de sensores. Para valores
de Re < 80 los autores logran la supresión del desprendimiento y reducciones de
la fuerza de arrastre de hasta un 16%. Los autores señalan que cuando el número
de Re aumenta, el sistema de control se vuelve inestable, presumiblemente, por la
aparición de inestabilidades no contempladas en el modelo. Asimismo, el modelo
se manifiesta muy sensible a la ubicación de los sensores.

2.3. Control de flujos mediante actuadores elec-

trohidrodinámicos

En los siguientes párrafos se realizará un estudio de los conceptos fundamentales
de la f́ısica de las descargas gaseosas. Se podrá entonces introducir la descripción
de de los actuadores electrohidrodinámicos y sus aplicaciones en fluidodinámica.

2.3.1. Generalidades de las descargas en gases.

El término descarga gaseosa tiene su origen en el estudio de capacitores en un cir-
cuito. Un capacitor que consiste en un par de electrodos separados por un medio
dieléctrico se encuentra cargado, cuando entre sus electrodos hay una diferencia
de potencial. Cuando la diferencia de potencial aumenta, existe un umbral que,
alcanzado, da inicio a la conducción a través del dieléctrico. Se produce una des-
carga del capacitor. En particular, si el medio es gaseoso, la ruptura dieléctrica
del gas forma un estado ionizado, de pares electrón-ion. Posteriormente el término
”descarga”fue utilizado para describir cualquier flujo de corriente en un gas ioni-
zado, y cualquier proceso de ionización de un gas por un campo eléctrico aplicado.

Podemos apreciar en la Figura 2.6 un circuito sencillo para producir una descarga
en gases. Se distinguen dos electrodos: el cátodo(C) desde donde se emiten electro-
nes y el ánodo(A), hacia donde migran. La ionización, la producción de part́ıculas
con carga, tiene lugar a lo largo del espacio interelectrodos y se distribuye de acuer-
do a los mecanismos que tienen lugar según los reǵımenes de descarga. Si entre
los electrodos se aplica un voltaje bajo, del orden de decenas de Voltios, no se
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Figura 2.6: Esquema del circuito de una descarga gaseosa en un tubo.

manifiesta ningún efecto visible, aunque un instrumento muy sensible podŕıa de-
tectar una corriente muy baja, ∼ 10−15 A. Esta corriente es debida a la migración
de las cargas libres generadas por rayos cósmicos y radioactividad natural. Si se
usa intencionalmente una fuente radioactiva o de rayos X, se puede obtener una
corriente más elevada del orden de ∼ 10−6 A. En este caso, el grado de ionización
impuesto aún no es suficiente para producir luz. La descarga, que sobrevive sólo
por la presencia de un agente externo, se llama no-autosostenida.
Si se eleva el voltaje, la corriente se incrementa (tramo A-B de la Figura 2.7), por-
que aumenta la cantidad de cargas producidas por ionización que son llevadas a
los electrodos. Cuando el campo eléctrico es capaz de remover todas las cargas del
volumen gaseoso, la corriente cesa de crecer, y se alcanza una saturación (tramo
B-C). La ionización volumétrica del gas (natural o impuesta) limita el valor de
corriente.
Subiendo más la tensón, la corriente aumenta bruscamente a partir de un valor um-
bral, y se observa emisión de luz. Estas son manifestaciones de la ruptura dieléctrica
del gas6. El voltaje de ruptura depende de la cantidad de part́ıculas presentes y
de la intensidad del campo eléctrico. En términos de variables mensurables, es
función de la presión y de la distancia entre los electrodos. El proceso se inicia con
un pequeño número de electrones espurios7, o inyectados intencionalmente. Aśı, la
descarga se hace inmediatamente autosostenida, es decir, la enerǵıa ganada por los
electrones es suficiente para ionizar, produciendo pares ión-electrón, y entonces se
produce una avalancha electrónica. El gas es apreciablemente ionizado en tiempos
cortos (∼ 10−7− 10−3 s), y la corriente, bajo estas circunstancias, crece por varios
órdenes de magnitud.

Existen varias condiciones que gobiernan el proceso a mayores voltajes. La Figura
2.7 muestra la caracteŕıstica de tensión y corriente en distintos reǵımenes.

6El fenómeno en el cual el gas pierde su carácter de aislante eléctrico. En inglés el término
que se utiliza es breakdown.

7Producidos, verbigracia, por radiación cósmica
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Figura 2.7: Caracteŕıstica corriente-tensión y distintos reǵımenes de descarga para
electrodos planos paralelos. Raizer (1991)[104].

A bajas presiones (∼ 1 − 10torr)8 y resistencia elevada del circuito externo, se
desarrolla una descarga luminiscente, glow, caracterizada por una corriente relati-
vamente baja (10−6 − 0,1A) y voltajes altos entre los electrodos (102 − 103V ). Se
forma una llamativa columna radiante en tubos largos (de longitudes L ∼ 10cm,
con radios R ∼ 1cm), que se usa comúnmente en letreros luminosos. El grado de
ionización α, definido como el cociente entre la densidad de part́ıculas con carga
y la densidad total, es bajo (∼ 10−8− 10−5), y los electrones están mucho más ca-
lientes que las part́ıculas pesadas (Te ∼ 1eV >> Tamb)

9. Este estado es mantenido
por un lento y suave calentamiento Joule bajo condiciones de alto calor espećıfico
y elevada tasa de enfriamiento del gas. El bajo α es el resultado de una alta tasa
de recombinación10, y es mucho menor al que correspondeŕıa si hubiera equilibrio
termodinámico entre las especies a una Te ∼ 1eV .
Si la presión en el circuito es elevada, y la resistencia del circuito externo es baja,
se desarrolla un arco. Estos poseen corrientes altas (i > 1A) y voltajes bajos (∼
decenas de V). El arco libera una considerable potencia térmica, que puede inclu-
so destruir el tubo. Se forma usualmente un plasma en equilibrio termodinámico
con Te ∼ T 1eV y con α ∼ 10−3 − 1. La principal diferencia entre una descarga
glow y un arco está en el mecanismo de inyección de electrones desde el cátodo.

81torr = 0,13kPa.
91eV = 1,610−12 erg, y equivale a una temperatura T = 11600 K

10La neutralización de carga entre electrones e iones en el gas.
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Si p ∼ 1atm y L > 10cm, y el voltaje es lo suficientemente alto, aparecen chispas,
caracteŕısticas del régimen de descarga spark. Aqúı la ruptura se debe a un rápido
crecimiento de canales de plasma, o streamers, de un electrodo al otro, y se trata de
un fenómeno intŕınsecamente no-estacionario. Una manifestación gigante de una
descarga spark son los rayos, cuyos electrodos los constituyen las nubes y la tierra.
Las descargas spark son indeseables para nuestras aplicaciones debido a su ines-
tabilidad y a la gran cantidad de enerǵıa que consumen. En consecuencia, nos
interesamos en lo sucesivo en reǵımenes de descargas donde la tasa de ionización
es débil.

2.3.2. Descarga corona

La descarga corona es un tipo particular de descarga autónoma, que ocurre sólo si
el campo eléctrico es marcadamente no uniforme. La presión del gas puede tomar
valores del orden de la presión atmosférica y menores. El carácter no uniforme
del campo eléctrico implica que se alcancen valores significativamente más altos
cerca de uno o de ambos electrodos que en el resto del espacio interelectrodos. Se
logra tal configuración del campo eléctrico a partir de la selección adecuada de
la geometŕıa de los electrodos. Aśı, por ejemplo, cuando el tamaño caracteŕıstico
D de los electrodos es mucho menor que el espaciado h entre ellos; o bien, más
t́ıpicamente cuando los electrodos adoptan configuraciones aguja - placa (Figura
2.8) o alambre placa. Los mecanismos que intervienen en la ionización dependen
de la polaridad que tenga el electrodo alambre, sobre el que se tienen los mayores
valores de campo eléctrico.

Como consecuencia del apantallamiento del campo eléctrico que produce la carga
espacial en este tipo de descargas, distinguimos en general tres regiones: electrodos
activos rodeados de una zona de ionización donde se generan las cargas libres; una
región de deriva, donde la intensidad del campo eléctrico es baja y las part́ıculas
cargadas que se dirigen hacia los electrodos pasivos interactúan con el medio; y
la zona de neutralización de carga alrededor de los electrodos pasivos. Asimismo,
cuando los dos electrodos poseen un bajo radio de curvatura, se dan procesos de
ionización en ambos y, en ese caso, las descargas corona se llaman bipolares, en
contraposición al caso donde un solo electrodo es el activo, situación en la que
suelen denominarse unipolares. Los fenómenos de la descarga corona y la descar-
ga spark no difieren sustancialmente; ambos tipos de descarga tienen los mismos
requerimientos en cuanto a la presencia de electrones promotores y la existencia
de algún mecanismo de ionización secundaria que genere una descarga auto sos-
tenida. En la descarga corona el volumen de gas ionizado se incrementa conforme
se aumenta la diferencia de potencial aplicada entre los electrodos. Si la diferencia
de potencial aplicada es aumentada aún más, eventualmente se desarrolla spark o
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ruptura eléctrica.

Figura 2.8: Descarga Corona. Configuración alambre-placa. La descarga corona
se producirá siempre que h >> D. La ionización del gas se produce en la zona
donde la intensidad del campo supera un determinado valor cŕıtico Ec . Williams
(1993)[140].

2.3.3. Descarga de lámina de plasma

La descarga de lámina de plasma(PSD)11 se produce con dos electrodos expuestos
al aire montados sobre la superficie de un cuerpo dieléctrico. La excitación puede
ser producida con tensión continua o alterna de modo que la tensión se ajusta para
generar un proceso de ionización que ocupa todo el espacio entre los electrodos.
La aplicación de un pulso de alta tensión a uno de los electrodos causa la forma-
ción de un campo eléctrico que tiene alta intensidad cerca del mismo. Esto inicia
la ionización por impacto del gas que ocupa la región cercana a la superficie del
dieléctrico y al electrodo de alta tensión. Las distribuciones de las cargas super-
ficiales en el dieléctrico y las espaciales en el gas, estas últimas originadas como
resultado de la deriva de electrones en un campo eléctrico no uniforme, deforman
el campo eléctrico original. Este campo ioniza el gas y lleva a la formación de un
frente de cargas que se desliza alejándose del electrodo de alta tensión con forma
de una onda solitaria. Cabe aclarar que la ionización del gas en el frente de la
onda se debe principalmente a la acción del campo transversal, normal a la super-
ficie del dieléctrico. Aśı, en este tipo de descarga se forman picos de los campos
eléctricos transversal y longitudinal que se propagan a lo largo de la superficie
dieléctrica. Como resultado del proceso, en la región entre los electrodos, la super-
ficie dieléctrica aparece contorneada por una fina capa de aire ionizado o lámina
de plasma. La corriente de plasma incluye una componente de corriente continua y

11Del inglés plasma sheet discharge.
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un gran número de pulsos con frecuencias del orden de algunos kHz que se asocian
a streamers[121].

Figura 2.9: Esquema de una descarga deslizante. 1 dieléctrico; 2 plasma; 3 electrodo
iniciador; 4 y 5 contraelectrodo y cubierta puestos a tierra. Lagarkov y Rutkevich
(1994)[72].

2.3.4. Descarga con barrera dieléctrica(DBD)

Figura 2.10: Configuración de electrodos con Barrera Dieléctrica (Kunhardt[71]).

Una configuración particular de descarga se obtiene cuando una barrera dieléctri-
ca cubre uno o ambos electrodos (Figura 2.10). La finalidad de esta barrera es
estabilizar la descarga y evitar la transición al arco. Aśı, mediante esta técnica,
se pueden obtener plasmas difusos y estables. Por otro lado, debido a la barrera
dieléctrica, debe suministrarse tensión alterna para obtener la descarga. Cuando la
frecuencia del potencial aplicado es del orden de los Megahertz se le llama Descar-
ga de Radio Frecuencia, RF Discharge. Para presiones medias (10 ∼ 100torr), se
producen plasmas débilmente ionizados en configuraciones como las de la Figura
2.10, similares en aspecto a la descarga glow. Debido a la oscilación del campo
eléctrico externo con estas frecuencias, los iones y electrones tienen también un
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movimiento oscilatorio. Según Raizer (1991)[104], las velocidades de deriva y am-
plitud de las oscilaciones de los iones son aproximadamente 100 veces menores que
las de los electrones. Por lo tanto, en la mayoŕıa de los casos en que se quiere
analizar la dinámica de la carga del espacio, el movimiento de los iones puede ser
ignorado. Aśı, se considera que los electrones se balancean alrededor de los iones
relativamente fijos.
La acción de descargas DBD sobre flujos externos a presión ambiente fue prime-
ramente estudiada por Roth et al. (1998)[109](1998)[116] quien las denomina bajo
la sigla OAGUDP (One Atmosphere Glow Uniform Discharge Plasma). Una gran
cantidad de trabajos de aplicaciones en control de flujos basados en este dispositivo
han sido publicados a la fecha Corke et al. (2002)[26], Corke y Chuan (2004)[27],
Roth y Sherman (2000)[110], Roth y Xin (2006)[111], Thomas et al. (2006)[130],
etc. El Dr. Roth asimismo patentó la aplicación de la descarga DBD con varios
fines que exceden los aspectos aerodinámicos: remoción de contaminantes en super-
ficies atacadas por agentes qúımicos o biológicos, tratamiento de superficies para
incrementar su enerǵıa superficial en papeles y peĺıculas, tratamiento de materiales
electrónicos, etc.

Figura 2.11: Configuración de un
actuador DBD. Roth (1998)[109]

Podemos distinguir entre las descargas DBD,
aquellas que son volumétricas, cuya disposición
de electrodos se presentó en la Figura 2.10, de
las que se establecen sobre la superficie del ma-
terial aislante (Figura 2.11). T́ıpicamente, son
éstas las que se utilizan en control de escurri-
mientos.

En la descarga DBD se utilizan electrodos ex-
citados periódicamente, uno de ellos expuesto

al aire y el otro encapsulado en material dieléctrico (Figura 2.11). Las configuracio-
nes usuales consisten en un par de electrodos paralelos separados por una lámina
dieléctrica en un arreglo que tiene la dirección transversal al flujo sobre una su-
perficie aerodinámica. Para lograr la descarga auto-sostenida, las frecuencias de
excitación son del orden del kHz. El proceso de ionización ocurre en la vecindad
del electrodo expuesto al aire, alĺı la descarga emite en el visible.
Como consecuencia de la descarga, los iones móviles tienen colisiones con las
part́ıculas neutras y se induce un flujo macroscópico. La transferencia de canti-
dad de movimiento hacia las part́ıculas neutras es del orden de un centésimo de
la que disponen los iones (2003)[112]. Numerosos trabajos consisten en la aplica-
ción de este fenómeno en varias configuraciones. Perfiles t́ıpicos del viento iónico
producido por los actuadores DBD se muestran en la Figura 2.12. No obstante, el
resultado es mayormente experimental, según Likhasnkii et al. (2006)[75], hasta la
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Figura 2.12: Perfiles de velocidades de viento iónico. Forte et al. (2006)[45]

fecha no fue establecido ningún modelo consistente para explicar fehacientemente
la f́ısica de la descarga DBD superficial.
Los autores[75] proponen un modelo f́ısico para explicar la aceleración inducida en
un actuador con la geometŕıa similar a la de la Figura 2.11.
El sentido y la intensidad de la aceleración pueden analizarse en cada hemiciclo
de una señal de corriente alterna. Durante el hemiciclo de polaridad negativa, el
sentido y la intensidad son dependientes del tamaño del electrodo embutido. Por
otra parte, en el hemiciclo positivo, la intensidad de la aceleración es función de
la frecuencia de la señal. Según los autores, la resultante del hemiciclo positivo es
siempre mayor en módulo a aquella correspondiente al hemiciclo negativo y, por
ello, la resultante de la aceleración siempre tiene el sentido observado por los dis-
tintos autores, ilustrado en la Figura 5.8a. Es objeto de muy reciente investigación
la comprobación de este modelo.

2.3.5. Actuadores electrohidrodinámicos

En los últimos años, ha crecido el interés por los actuadores electrohidrodinámicos
(EHD) para el control de la aerodinámica de cuerpos y, en particular, para el de
flujos con aplicaciones en aeronáutica. A través de la ionización del aire cercano a
la superficie de un cuerpo aerodinámico, los dispositivos EHD producen una modi-
ficación de la condición del flujo cercano a las paredes[119]. Como consecuencia de
choques elásticos entre las part́ıculas cargadas que migran y las part́ıculas neutras
del aire, se produce un intercambio de cantidad de movimiento que da lugar a un
”viento iónico”. Cuando el número de especies cargadas es grande, otros mecanis-
mos pueden agregarse a este acople electromecánico, como pueden ser alteraciones
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de las propiedades f́ısicas del gas (densidad, viscosidad, etc) en regiones muy cer-
canas a las paredes de un sólido.
Los dispositivos EHD son atractivos desde un punto de vista tecnológico porque
son de simple constitución (no existen partes móviles) y tienen tiempos de respues-
ta muy cortos (los retardos en el establecimiento de una descarga son del orden,
teóricamente, del nanosegundo).

Los actuadores EHD pueden ser clasificados en tres grandes grupos basados en
las diferentes caracteŕısticas eléctricas de la descarga[121]: dispositivos basados en
descargas corona unipolares (UCD) y dispositivos de descarga de lámina de plasma
(plasma sheet); dispositivos de descarga con barrera dieléctrica (DBD).

2.3.6. Aplicaciones en el flujo alrededor del cilindro.

Actuadores EHD del tipo corona y de lámina de plasma.

El primer estudio sobre control de flujos alrededor de cilindro con actuadores elec-
trohidrodinámicos fue publicado por Noger et al. (1997)[91] quienes dispusieron
un actuador UCD que consistió en un electrodo montado sobre la superficie del
cilindro y otro electrodo aguja externo al cilindro. Sobre un diseño similar misma,
Hyun y Chun (2003)[63] investigaron el control de la estela, obteniendo una des-
carga que actúa sobre el volumen de la misma.

Figura 2.13: Vista esquemática de costado del cilindro. (a) electrodos montados
sobre su superficie. (b) de las tomas de presión practicadas. Artana et al. (1999)[4].

Este diseño fue modificado por Artana et al.[4] al disponer los dos electrodos
montados sobre la superficie, un alambre ánodo y un electrodo placa. De esta
forma, la actuación se realiza fundamentalmente sobre la capa ĺımite del cuerpo.
La enerǵıa del actuador se concentra alĺı donde la cantidad de movimiento es
mı́nima dentro del flujo. Un esquema se muestra en la Figura 2.13. Se obtuvo una
nueva forma de descarga que llamamos PSD en párrafos anteriores. Los trabajos
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de Artana et al. (2001)[5] y Desimone (2000)[35](Figura 2.14) fueron realizados
para determinar las modificaciones en un rango de 750 < Re < 10000.

Figura 2.14: Variación de la integral de la presión adimensional en función del
número de Reynolds, con y sin la aplicación de la descarga generalizada. Desimone
(2000)[35].

Más tarde, en (2003)[6], los autores continuaron con medidas de PIV y tomas de
presión en el análisis de escurrimientos de hasta Re < 58000. Las experiencias
de PIV permitieron comprobar reducciones de la zona de recirculación detrás del
cilindro aśı como sirvieron a la verificación de las aceleraciones inducidas por el
flujo ehd en las capas de corte. Por otro lado, la curva del coeficiente de presión12

en función de la coordenada angular en el cilindro, se modifica con la acción de
esta descarga según se muestra en la Figura 2.15.
En [32] estudiamos los efectos de la descarga de lámina de plasma sobre el escu-
rrimiento alrededor de un cilindro a partir de POD. El análisis se efectuó para un
flujo a Re = 35600 y se limitó a poder reconstruir el flujo con y sin descarga. Se
verificó que el flujo bajo actuación EHD precisa una mayor cantidad de modos
para poder ser reconstruido con el mismo umbral de enerǵıa cinética fluctuante
que el flujo sin actuación.
Por otra parte, en (2002)[7] y en (2002)[31] evaluamos la acción dinámica intro-
ducida por la descarga en la configuración del flujo sobre una placa plana para
números de Reynolds 90000 < Re < 140000. En este contexto, la determinación
de la fuerza de arrastre es más sencilla y es posible independizar el resultado de
las fuerzas de presión que aparecen en el flujo alrededor del cilindro.

12El coeficiente de presión para un cilindro cp =
p− p0
1
2ρU2

, donde p es la presión medida y p0, la

presión estática.
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Figura 2.15: Distribución de presión en la superficie del cilindro para varios valores
de corriente para Re ' 58000.Artana et al.(2003)[6].

Actuadores EHD del tipo DBD

Con el desarrollo de los actuadores DBD, McLaughin et al. (2004)[78] trabajaron
en el régimen Re < 7400 utilizando un actuador DBD montado sobre la superficie
del cilindro para poder manipular la separación del flujo y el comportamiento en
la estela. A partir de medidas de anemometŕıa de hilo caliente, demostraron que
logran conducir la frecuencia de desprendimiento de vórtices a los valores de fre-
cuencia impuestos por su actuador.
En el mismo sentido, Thomas et al. (2006)[130] estudiaron el control de flujo alrede-
dor de un cilindro, motivados por la necesidad de reducir ruidos en las condiciones
de despegue y aterrizaje de aviones. En la Figura 2.16 se ilustra el dispositivo
DBD utilizado por los autores, que modifica notablemente las ĺıneas de corriente
que contornean al cilindro para reǵımenes de Re < 33500. El dispositivo, tiene aso-
ciadas dos frecuencias: una es caracteŕıstica eléctrica de la DBD como señalamos
en 2.3.4; y la otra, ordenes de magnitud menor, sirve a la regulación de la actuación
no estacionaria. En el caso que analizan, según las dimensiones de su modelo, la
velocidad máxima en el flujo es de 5 m/s, luego, siendo St ∼ 0,2 en este régimen,
la frecuencia de desprendimiento es del orden del Hz. Cuando aplican la descarga,
consiguen los autores la supresión del camino de vórtices de von Karman y a ráız
de ello, el nivel de turbulencia en la estela es reducido significativamente. En la
Figura 2.17 pueden observarse los efectos sobre las componentes paralelas al flujo
(u′u′)m = [(u− um)(u− um)]m, donde el sub́ındice m indica promedio temporal
de la magnitud. Para el caso de acción estacionaria de la descarga, obtienen los
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Figura 2.16: (a) Esquema de los actuadores DBD montados en la superficie del
cilindro. 1 y 4 son materiales aislante; 2 es el electrodo expuesto; 3 es el electrodo
embutido en el aislante y 5 representa al la formación de plasma. (b) Flujo sin
descarga. (c) Flujo con descarga. Thomas et al.[130].
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autores reducciones de hasta un 50% del valor de pico de la intensidad turbulen-
cia. El valor óptimo hallado experimentalmente es de un 66% con la aplicación de
una señal de frecuencia f = 1Hz. Resulta además un gasto energético menor a la
aplicación estacionaria.

En śıntesis, el método de control fluidodinámico mediante descargas aún se en-
cuentra en pleno desarrollo, una completa y reciente revisión del mismo puede
consultarse en el art́ıculo de Moreau[86].

Figura 2.17: (a) Comparación de los perfiles de las componentes de intensidad de
turbulencia ((u′u′)m en la estela cercana x/D=5. Thomas et al. (2006)[130].

2.4. Conclusiones

Se ha pasado revista a distintos métodos que se encuentran en la literatura con-
cernientes al control del flujo alrededor de un cilindro. La rotación uniforme y de
oscilaciones, la succión e inyección, constituyen los métodos más difundidos para
realizar el control.

El alto grado de turbulencia añade complicaciones al modelo POD, todav́ıa no
resueltas en la literatura. Por ello, para poder avanzar con el estudio, decidimos
investigar el fenómeno a bajos números de Reynolds.

Por otro lado, parte del trabajo que concierne a esta tesis se dirigió primeramente
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al estudio de la acción de control que ejercen dispositivos del tipo PSD. La des-
carga PSD tiene una fuerte dependencia respecto a la disposición y tamaño de los
electrodos. Existen distancias mı́nimas (∼ 25 mm) entre los electrodos para que
la descarga no torne al arco cuando se trabaja a presión ambiente. Dada entonces
una escala de la geometŕıa mı́nima de trabajo, para conseguir bajos números de
Reynolds (Re < 200) la velocidad del flujo de aire debe ser muy baja (∼ 1cm/s).
Comprobamos que la descarga PSD induce viento iónico en una escala de velocidad
(∼ 1m/s que introduce modificaciones demasiado importantes al aplicarse sobre
flujos a bajos Reynolds. Por ello, consideramos en nuestro estudio la aplicación de
la descarga DBD, que permite una mayor modulación a bajas velocidades.

Destacamos, por último que la acción de control electrohidrodinámica, de recien-
te desarrollo, no conoce aún modelos reducidos que puedan servir a optimizar y
mejorar el control. Asimismo, podemos destacar que la utilización de modelos redu-
cidos sobre flujos controlados a partir de datos experimentales, particularmente de
la técnica PIV se encuentra en una etapa de desarrollo inicial. Contamos con el pre-
sente trabajo para contribuir en estos aspectos. En consecuencia, introduciremos
las bases para la construcción de modelos reducidos en los siguientes Caṕıtulos.
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Caṕıtulo 3

Descomposición en modos
ortogonales, POD

3.1. Introducción

El método Proper Orthogonal Decomposition (Descomposición en modos ortogo-
nales, POD), conocido también como Descomposición de Karhunen-Loève, Des-
composición en valores singulares, Análisis de componentes principales, sive esen-
cialmente para la identificación y la construcción de modelos reducidos que pro-
porcionan descripciones aproximadas de problemas dinámicos complejos. Fue in-
troducido en el contexto de la Mecánica de los Fluidos por Lumley (1967)[77]. Ha
sido utilizado por distintos autores (para una revisión completa véase por ejem-
plo Holmes (1996)[60]) como una manera de obtener descripciones aproximadas
de estructuras de gran escala, o estructuras coherentes, en flujos laminares y tur-
bulentos. La técnica ha sido utilizada en varias disciplinas como por ejemplo el
análisis de procesos estocásticos, procesamiento de imágenes, análisis de señales,
identificación de procesos y control en ingenieŕıa qúımica, oceanograf́ıa, compre-
sión de datos de computación, como herramienta de búsqueda de información en
informática, etc.

A partir de la observación de un fenómeno fluidodinámico, proveniente tanto de
simulaciones numéricas como de experimentos, la POD reconoce los patrones re-
currentes del mismo. A partir de ello, se construye un modelo de representación
lineal, que es óptimo respecto de todas las representaciones lineales posibles. El
modelo permite la reducción de la dimensión de las ecuaciones de Navier Stokes
hacia un sistema de ecuaciones ordinarias en el cual puede recuperarse la dinámica
esencial de un escurrimiento.

Sin hipótesis a priori sobre los escurrimientos, la técnica POD consigue represen-
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tarlos como una media y la superposición de funciones base, o modos, ordenadas
decrecientemente respecto a su contenido de enerǵıa cinética.
El modelo resultante de la descomposición, reproduce las estructuras coherentes
del flujo a partir de los modos espaciales o de combinaciones lineales de los mismos.
En flujos de moderada turbulencia, es posible realizar buenas aproximaciones del
campo de velocidades con un reducido número de modos.

3.2. Base POD

A fin de poder construir una base de funciones sobre la cual podamos resumir el
comportamiento de un flujo, es necesario realizar una serie de definiciones. Trabaja-
mos con campos de velocidades u(x1, x2, x3, t), funciones definidas en un dominio
Ω. Pueden considerarse todas las dimensiones del problema descriptas en Ω, de
modo que un elemento x ∈ Ω puede representar un elemento espacio-temporal
(x1, x2, x3, t). Suponemos que los campos u(x) pertenecen a un espacio de Hilbert,
L2(Ω) de funciones de cuadrado integrable, con producto interno definido por:

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v∗(x)dx (3.1)

donde v∗ denota el conjugado complejo de v. La norma en este espacio puede ser
escrita como:

‖v‖2 = (v, v)

En aplicaciones de mecánica de fluidos, considerar las funciones correspondientes
a los campos de velocidades u pertenecientes al espacio L2(Ω) es una hipótesis
razonable, pues ello implica, en un espacio y tiempo acotados, que la enerǵıa
cinética integrada en el dominio analizado permanece finita. En caso de contar
con funciones vectoriales u(x) = (u1(x), u2(x), u3(x)), el producto interno se define
según:

(u,v) =

∫
Ω

(u1v
∗
1 + u2v

∗
2 + u3v

∗
3) dx (3.2)

Para simplificar la notación, en los sucesivos desarrollos consideramos campos es-
calares, sabiendo que es simple la extensión a campos vectoriales. Asumiremos
también que u son campos reales.
Definimos promedios temporales con la siguiente notación:

〈u(x1, x2, x3, t)〉 =
1

N

N∑
i=1

u(x1, x2, x3, ti)
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donde N es un número de instantes suficientemente grande como para asegurar la
convergencia. Un fenómeno f́ısico se considera ergódico cuando resultan equivalen-
tes los promedios temporales de una magnitud y los promedios estad́ısticos de la
misma. Utilizaremos como hipótesis en el análisis de flujos turbulentos, que éstos
son ergódicos. Considerando una sucesión de muestras de campos de velocidades,
{u(k)}, podemos afirmar:

〈u(x)〉 =
1

N

N∑
k=1

u(k)(x) (3.3)

Entre las descomposiciones posibles del conjunto {u(k)} sobre una base de funciones
{ψ}, nos interesamos por una que nos permita asegurar que la cantidad ‖(u, ψ)‖2

sea la máxima posible. Esto significa que la proyección de las {u(k)} sobre la base
de funciones {ψ} sea óptima en relación a la enerǵıa cinética, entre todas las
posibles bases. Para encontrar una base con estas caracteŕısticas, nos servimos de
las propiedades de un operador lineal. Para determinarlo, definimos primeramente
la función de autocorrelación promediada como:
R(x, y) = 〈u(x)u∗(y)〉. La función resulta simétrica si los campos son reales es
decir, si u ∈ R ⇒ R(x, y) = R(y, x).
A partir de R, se define al operador < : L2(Ω) → L2(Ω) tal que

< [ψ(y)] (x) =

∫
Ω

R(x, y)ψ(y)dy

Es posible demostrar que este operador, de núcleo R(x, y), es compacto y autoad-
junto (ver Apéndice, Teorema A.4). De esta condición surgen útiles resultados:

i. Los valores propios del operador son reales.

Sea <ϕ = λϕ, ϕ 6= 0, entonces, λ(ϕ, ϕ) = (<ϕ, ϕ) = (ϕ,<ϕ) =
λ̄(ϕ, ϕ). Luego λ = λ̄⇒ λ ∈ R

ii. Los vectores propios del operador correspondientes a diferentes valores pro-
pios son ortogonales.

Si <ϕ = λϕ, <ψ = µψ y λ 6= µ
λ(ϕ, ψ) = (<ϕ, ψ) = (ϕ,<ψ) = (ϕ, µψ) = µ̄(ϕ, ψ) = µ(ϕ, ψ)
de donde (ϕ, ψ) = 0.

iii. Se cumplen las hipótesis del teorema de Hilbert-Schmidt,

Ver Apéndice (A.7).
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Luego, podemos asegurar que existe una base ortonormal del espacio de
Hilbert L2(Ω) compuesta por los vectores propios ϕn del operador <.

iv. El núcleo R del operador < puede representarse según:

R(x, y) =
∑
i

λiϕi(x)ϕi(y) (3.4)

En efecto, si los ϕi son autovectores del operador <:

< [ϕi(x)] = λiϕi(y)

Asimismo, si {ϕn} es base ortonormal de L2(Ω),

u(x) =
∑
i

(u(x), ϕi(x))ϕi(x)

Aplicando el operador sobre lo anterior, y en virtud del teorema
de Hilbert-Schmidt:

< [u(x)] =
∑
i

(u(x), ϕi(x))<[ϕi(x)]

< [u(x)] =
∑
i

(u(x), ϕi(x))λiϕi(y)

Desarrollando el producto interno en L2(Ω),

< [u(x)] =
∑
i

∫
Ω

u(x)ϕi(x)dxλiϕi(y)

< [u(x)] =

∫
Ω

∑
i

ϕi(x)λiϕi(y)︸ ︷︷ ︸
R(x,y)

u(x)dx

A ráız de la simetŕıa de la función de autocorrelación R, puede asegurarse que el
operador es semi-definido positivo y los autovalores del operador <, λi ≥ 0.

(<ϕ, ϕ) =

∫
Ω

∫
Ω

〈u(x)u(y)〉ϕ(y)dyϕ(x)dx

λ (ϕ, ϕ) =

〈∫
Ω

∫
Ω

u(x)u(y)ϕ(y)dyϕ(x)dx

〉
λ =

〈∫
Ω

u(y)ϕ(y)dy

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx

〉
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λ =

〈∣∣∣∣∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣2
〉
≥ 0 (3.5)

Más adelante se detalla el resultado que permite el intercambio entre
el promedio temporal y la integral espacial. Ver teorema A.7).

Para encontrar los vectores propios del operador se plantea el problema:

<ϕ = λϕ

Es decir, ∫
Ω

〈u(x)u(y)〉ϕ(y)dy = λϕ(x) (3.6)

Resolviendo (3.6) podemos contar con una base ortogonal para L2(Ω). Es posible
escribir:

u(x) =
∞∑
i=1

aiϕi(x) (3.7)

Llamando ai = (u(x), ϕ(x)). La construcción de la base de funciones ϕ(x) proviene
de conjuntos de datos {uk} que surgen de problemas particulares de escurrimientos.
Es por ello que suele denominarse en la literatura base emṕırica de autofunciones,
aśı como al conjunto de autovalores asociados.
La ecuación (3.7) se ajusta a la definición de la serie de Fourier para u. Si la base
{ϕn} es ortonormal, los coeficientes ai son los coeficientes de Fourier de u respecto
de ϕi. Particularmente la base POD se elige tal que sus autovalores se ordenan de
manera decreciente λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ≥ . . ..

3.2.1. Convergencia

Definimos el conjunto S de autovectores tal que los autovalores asociados son
positivos S = {ϕi : λi > 0}. De acuerdo con la definición del operador (3.4), este
conjunto contiene los elementos relevantes de la base, aquellos que pueden mejor
representarlo. Podemos demostrar que se consigue reconstruir cualquier elemento
que pertenece al conjunto {u(k)} a partir de lo que puede ser generado por el
conjunto S. Para ello, establecemos qué se entiende por igualdad en el espacio
L2(Ω) respecto de la medida de Lebesgue. Dos funciones f y g son iguales si:∫

Ω

|f − g|2dx = 0 (3.8)
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Entonces, sea u ∈ L2(Ω) una función a reconstruir y {ϕ} la secuencia de autovec-
tores ortonormales en S. La reconstrucción de u es una función

us =
∑
j

(u(x), ϕj(x))ϕj(x)

Luego, us convergerá a u en el sentido de (3.8) si:∫
Ω

|us − u|2dx = 0

De acuerdo a nuestra definición de medida , ampliada en (A.6), esto equivale a:〈
‖u− us‖2

〉
= 0 (3.9)

Podemos probarlo desarrollando el miembro izquierdo de (3.9). Recordando que
trabajamos con campos reales:〈

‖u− us‖2
〉

= 〈(u− us, u− us)〉 = 〈(u, u)− 2(u, us) + (us, us)〉 (3.10)

Como demostramos en el Apéndice A, podemos intercambiar el orden entre el
promedio temporal y la integración espacial. Luego, desarrollamos cada uno de los
términos de (3.10):

〈(u, u)〉 =

〈∫
Ω

u(x)u(x)dx

〉
=

∫
Ω

R(x, x)dx (3.11)

〈−2(u, us)〉 =− 2

〈∫
Ω

u(x)usu(x)dx

〉
=− 2

〈∫
Ω

u(x)

[∑
j

(u(x), ϕj(x))ϕ
∗
j(x)

]
dx

〉

=− 2

〈∫
Ω

u(x)

[∑
j

∫
Ω

u(y)ϕj(y)dy

]
ϕj(x)dx

〉

=− 2

∫
Ω

[∑
j

∫
Ω

〈u(x)u(y)〉ϕj(y)dy

]
ϕj(x)dx

〈−2(u, us)〉 = −2

∫
Ω

[∑
j

< [ϕj(y)]

]
ϕj(x)dx
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De (3.6) resulta:

−2

∫
Ω

[∑
j

< [ϕj(y)]

]
ϕj(x)dx = −2

∫
Ω

∑
j

λjϕj(x)ϕj(x)dx

De la representación (3.4) del núcleo del operador, se tiene finalmente:

〈−2(u, us)〉 = −2

∫
Ω

R(x, x)dx (3.12)

El tercer término de (3.10):

〈(us, us)〉 =

〈∫
Ω

[∑
j

(u(x), ϕj(x))ϕj(x)

][∑
i

(u(x), ϕi(x))ϕi(x)

]
dx

〉

=

〈∑
i,j

(u, ϕj)(u, ϕi)

∫
Ω

ϕj(x)ϕi(x)dx

〉

Por la ortonormalidad de las {ϕn},

〈(us, us)〉 =

〈∑
i

∫
Ω

u(x)ϕi(x)dx

∫
Ω

u(y)ϕi(y)dy

〉

=
∑
i

∫
Ω

[∫
Ω

〈u(x)u(y)〉ϕi(y)dy
]
ϕi(x)dx

=
∑
i

∫
Ω

<[ϕi(y)]ϕi(x)dx

=
∑
i

∫
Ω

λiϕi(x)ϕi(x)dx

Para intercambiar la suma y la integral, debemos asegurar que
∑

i λiϕi(x)ϕi(x)dx
converge uniformemente.

De la representación (3.4),∣∣∣∣∣∑
i

λiϕi(x)ϕi(y)

∣∣∣∣∣ = |R(x, y)|

Como los λi ≥ 0, ∑
i

λi |ϕi(x)ϕi(y)| = |R(x, y)|
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Siendo R acotado (A.4):∑
i

λi |ϕi(x)ϕi(y)| ≤ sup
x∈Ω

|R(x, x)|

Luego se verifica que la suma tiene convergencia uniforme.

〈(us, us)〉 =
∑
i

∫
Ω

λiϕi(x)ϕi(x)dx =

∫
Ω

∑
i

λiϕi(x)ϕi(x)dx

〈(us, us)〉 =

∫
Ω

R(x, x)dx (3.13)

Combinando (3.11), (3.12) y (3.13) se demuestra (3.9). Casi todo elemento1 del
conjunto {u(k)} puede reconstruirse como combinación lineal de autovectores cuyos
autovalores son positivos.

Es posible también probar que cualquier elemento del conjunto de autovectores
relevantes S = {ϕn : λn > 0} puede obtenerse a partir de la combinación de
elementos deX = {u(k)}. Esta propiedad sirve para demostrar que los autovectores
heredan propiedades del escurrimiento. Es decir, sea ϕm ∈ S, se cumple:

ϕm =
∑
j

bju
j (3.14)

Para justificar la expresión, definimos al conjunto formado por todas las combina-
ciones lineales de uj, S1 = {

∑
j bju

j} para todo uj ∈ L2(Ω) y demostraremos que
S1 = S.

S⊥ = {ξ : (ξ, ϕn) = 0} para todo ϕn : λn > 0.
Sabemos que uj =

∑
i aiϕi donde λi > 0. Luego, (ξ, uj) = 0 y entonces

cualquier combinación lineal de uj: (ξ,
∑

j bju
j) = 0. Si ξ ∈ S⊥ ⇒ ξ ∈

S⊥1 , que implica que S⊥ ⊂ S⊥1 .
Por otro lado, ζ ∈ S⊥1 ⇒ (ζ, uj) =

∫
Ω
ζ(x)uj(x)dx = 0.

Luego
〈
uj(y)

∫
Ω
ζ(x)uj(x)dx

〉
= 0. Intercambiando la integración y el

promedio, ∫
Ω

〈
uj(y)uj(x)

〉
ζ(x)dx = 0

1En la teoŕıa de la medida, se dice que una propiedad se cumple en casi todo elemento de un
conjunto, cuando alĺı donde no se cumple la medida es nula. En nuestro caso, la medida definida
por (A.6). En la práctica, podemos considerar este tipo de elementos como aquellas observaciones
alejadas de la secuencia de estados f́ısicos (uk).
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De (3.6),
<ζ = 0

Lo que implica que para todo λi > 0, (ζ, ϕi) = 0. Resulta entonces
S⊥1 ⊂ S⊥.
Finalmente S⊥ = S⊥1 y S1 = S.

Entre las propiedades que se heredan a partir del conjunto de funciones de un
escurrimiento X = {u(k)}, destacamos que si éstas corresponden a un campo de
divergencia nula, caso de flujo incompresible, las ϕn también lo serán. Asimismo,
las condiciones de borde de los campos se repiten en los autovectores, por ejemplo,
la condición de no-deslizamiento y de superficies impenetrables, es decir uw = 0
en las paredes de cuerpos.

3.2.2. Base Óptima

Queda por verificar que la base {ϕ} resulta óptima frente a cualquier otra base de
L2(Ω), de forma que es máximo ‖(u, ϕ)‖2. Equivale lo anterior en nuestra medida
del espacio L2(Ω) a: 〈

|(u, ϕ)|2
〉

= máx
ψ∈L2(Ω),‖ψ‖=1

〈
|(u, ψ)|2

〉
.
Si examinamos la descomposición de la velocidad u en una base ortonormal cual-
quiera, la enerǵıa cinética promedio puede ser cuantificada con la expresión:

1

2

〈∫
Ω

uudx

〉
=

1

2

〈∫
Ω

∑
i

biψi
∑
j

bjψjdx

〉

=
1

2

〈∑
i

bibj

∫
Ω

ψiψjdx

〉
=

1

2

∑
i

〈bibi〉

donde los bi son los coeficientes de Fourier de u en ψi. Tenemos aśı escrita la
enerǵıa cinética contenida en función de los coeficientes de la base. En particular,
cuando utilizamos la base POD, 1

2

〈∫
Ω
uudx

〉
= 1

2

∑
i 〈aiai〉. Podemos aśı relacionar

la enerǵıa cinética contenida en el escurrimiento con la suma de los autovalores
del operador <. En consecuencia, podemos conocer el contenido energético de los
primeros n modos de la descomposición a partir de la suma de los primeros n
autovalores.
Recuperando el resultado de (3.5),∑

i

〈aiai〉 =
∑
i

λi
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Puede demostrarse que para las primeras n funciones base se cumple:

n∑
i=1

〈aiai〉 =
n∑
i=1

λi ≥
n∑
i=1

〈bibi〉 (3.15)

Es decir, la base POD es óptima dentro de la clase de representaciones mediante
superposiciones lineales, las primeras n funciones bases POD capturan igual o más
enerǵıa que las primeras n funciones de cualquier otra base.
Para probarlo, considérese el subespacio de L2(Ω), S, generado por un conjunto
ortonormal de funciones: S = gen{ψ1, . . . , ψn}. Sea PS el operador de proyección
sobre S.

PS(u) =
n∑
j=1

(ψj, u)ψj(x) =
n∑
j=1

bjψj(x)

Si aplicamos el operador < sobre un elemento de S:

(<PS(u)ψk)(x) =

∫
Ω

n∑
i,j=1

〈bibj〉ψi(x)ψj(y)ψk(y)dy

=
n∑

i,j=1

〈bibj〉ψi(x)
∫

Ω

ψj(y)ψk(y)dy︸ ︷︷ ︸8<: 1 j = k
0 j 6= k

=
n∑
i

〈bibk〉ψi(x)

El resultado asegura que <PS(u) es un operador de S en S. Como S tiene dimen-
sión finita n, ésta es la cantidad de autovalores del operador proyectado, que son
algunos de los autovalores del operador <. Dado que los autovalores de < se hayan
ordenados de mayor a menor, podemos asegurar que la traza del operador proyec-
tado, que es la suma de sus n autovalores, es menor o igual que la suma de los
primeros n autovalores de <.

tr(<PS(u)) = suma de sus n autovalores︸ ︷︷ ︸
p.ej λ2+λ5+...+

≤
n∑
i=1

λi

Resta por probar que la traza de <PS(u) =
∑n

i=1 〈bibi〉. Para ello calculamos:

(<ψ, ψ) =

∫
Ω

(∫
Ω

R(x, y)ψi(y)dy

)
ψi(x)dx
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Como R(x, y) =
∑
i,j

〈bibj〉ψi(x)ψj(y)

Luego, reemplazando y por la ortonormalidad del conjunto de las ψi:

(<ψ, ψ) =
∑
i,j

〈bibj〉
∫

Ω

ψi(y)ψj(y)dy

∫
Ω

ψj(x)ψi(x)dx = 〈bibi〉

Entonces:
n∑
i=1

(<ψ, ψ) =
n∑
i=1

〈bibi〉 = traza de <PS(u) (3.16)

Con lo que queda demostrado (3.15)

3.2.3. Modos espaciales y temporales

En la definición de nuestro espacio de Hilbert L2(Ω) hemos considerado para el
desarrollo que las dimensiones espaciales y de tiempo se confunden en una sóla va-
riable x. Los productos internos en Ω son entonces integrales sobre las dimensiones
tanto espaciales como la temporal. En vista del desarrollo de modelos reducidos
de la ecuación de Navier Stokes, buscaremos solamente una base de funciones es-
paciales. Luego, los coeficientes ai son dependientes del tiempo, y el campo de
velocidades puede escribirse según:

u(x, t) =
∑
i

ai(t)ϕi(x) (3.17)

Por esta razón se reconocen los modos temporales ai y los modos espaciales ϕi de
la descomposición.

3.2.4. Implementación

En la práctica los datos se obtienen discretizados en tiempo y espacio con lo cual
la ecuación integral (3.6) se reduce a un problema estándar de autovalores. En
este caso, la POD es equivalente a la descomposición en valores singulares de
una matriz. La matriz se construye considerando las observaciones del campo de
velocidades u(xi, tj), donde xi es una coordenada espacial y tj una secuencia de
instantes.

u =


~u

(1)
1 ~u

(2)
1 . . . ~u

(M)
1

~u
(1)
2 ~u

(2)
2 . . . ~u

(M)
2

...
...

. . .
...

~u
(1)
N ~u

(2)
N . . . ~u

(M)
N
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Donde N es la cantidad de puntos de la grilla de coordenadas espaciales y M es el
número de observaciones. Si uij representa la matriz de la componente horizontal
de la velocidad y vij, la componente vertical, se define la matriz

c = uTu+ vTv (3.18)

de modo que su descomposición en valores singulares proporciona las funciones
base. Siendo c por construcción una matriz cuadrada simétrica, la formulación
coincide con el problema de diagonalización de c. Es decir:

c = UΣU∗

Donde U representa una matriz de autovectores y Σ la matriz diagonal formada
por los autovalores de c ordenados de mayor a menor.
Observamos que el problema de calcular los autovalores de (3.18) es equivalente
al de hacerlo sobre una matriz d = uuT + vvT . La elección dependrá entonces del
tamaño, de evaluar la magnitud de M comparado con N .
En dimensión infinita, Sirovich[118] demostró este resultado que se conoce como
método de Snapshots. La cantidad de instantáneas del escurrimiento, snapshots,
se compara con la cantidad de puntos que posee la grilla espacial de las mismas.
En relación a ello se acomoda el cálculo de (3.18).
Luego, los autovectores de c corresponden a los modos temporales del flujo, ai(tj).
De (3.14) sabemos que los modos espaciales pueden expresarse como combinación
lineal de las observaciones. En consecuencia, los ϕi(x) se obtienen según:

ϕi(x) =
M∑
k=1

ai(tk)u(x, tk) (3.19)

En forma similar, para la matriz d, su matriz de autovectores se compone de las
modos espaciales ϕi(x). Las funciones temporales ai(tj) se calculan de la proyección
de cada una de las observaciones u(x1 . . . xN , tj) sobre cada una de los autovectores.

Ejemplo de aplicación A modo de ilustración de las herramientas descriptas
para el análisis de datos de mecánica de fluidos, se presenta en la Figura 3.1(a)
una instantánea t́ıpica para el escurrimiento en la estela de un cilindro a Re = 125.
Los modos más energéticos, la Figura 3.1(b) muestra el primero de ellos, se calculan
a partir de (3.18). Dado que los modos espaciales se construyen ortonormales,
es posible mediante ĺıneas de corriente simplificar su representación. Asimismo
se representa el modo temporal asociado (Figura 3.1(c)), a1(t), resultado de la
proyección del campo de velocidades instantáneo sobre el modo 1.
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.1: Ejemplo de Aplicación del método POD.. (a) Campo de velocidades
instantáneo del flujo alrededor de un cilindro. Re=125. (b) Primer modo espacial
ortonormalizado. (c) Modo temporal correspondiente.
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3.3. Conclusiones

Hemos desarrollado a lo largo del caṕıtulo, las bases de la técnica POD, una
herramienta para el análisis y el modelado de escurrimientos. Permite reconocen
estructuras coherentes de un flujo de acuerdo al contenido de enerǵıa cinética que
contienen, tal como se detalló en 3.2.2. El desarrollo del método se ha realizado
desde un planteo dentro de la teoŕıa de Espacios de Hilbert, a fin de conservar
la mayor generalidad sobre los problemas que nos interesan. Vinculamos aśı el
concepto de observación de un escurrimiento con el de poseer, en un instante, una
solución de la ecuación de Navier Stokes, elemento de un espacio L2(Ω). En relación
a ello, se estudiará en el siguiente caṕıtulo la construcción de modelos reducidos.
Por último, la descripción de método sobre un contexto matricial, posibilita la
implementación computacional y el trabajo con datos de observaciones que pueden
provenir tanto de la simulación numérica como de la experimentación. Veremos en
los próximos caṕıtulos, resultados conseguidos con la ayuda del método POD.
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Caṕıtulo 4

Sistemas dinámicos de orden
reducido

4.1. Sistemas dinámicos

4.1.1. Introducción

El concepto de sistema dinámico tiene sus oŕıgenes en la mecánica newtoniana.
La ecuación de Newton aplicada sobre un conjunto de masas puntuales permite
conocer el estado inicial y la evolución del mismo. Más generalmente, el estudio
de sistemas dinámicos, involucra toda relación fija que describe la dependencia
temporal de un conjunto de variables cualesquiera. La relación está dada por un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que permiten la construcción de mo-
delos matemáticos determińısticos. A pesar de que algunas definiciones extienden
el análisis a ecuaciones en derivadas parciales, a la inclusión de efectos estocásticos,
nos limitamos al citado dominio como fue desarrollado en [60][22].
Una caracteŕıstica esencial del concepto de estado de un sistema dinámico es que
debe contener toda la información sobre el pasado del sistema que sea relevante
en su comportamiento posterior. En términos matemáticos, todo sistema dinámi-
co debe plantearse como un conjunto de ecuaciones a lo sumo de primer orden1.
Las variables dependientes de estas ecuaciones son llamadas variables de estado.
Aquellas variables que participan de las ecuaciones, definidas externamente, se
denominan de entrada o bien, desde el punto de vista newtoniano, de forzado.
Resumimos entonces:

ẋi = fi(x1, . . . xn, u1 . . . um, t) i ∈ 1 . . . n (4.1)

1Podŕıa caber entonces también como definición de sistemas dinámicos, el estudio de ecuacio-
nes diferenciales de primer orden aplicadas a la f́ısica, a la qúımica a la economı́a, etc.
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consituye un sistema de n variables de estado xi, con un conjunto de m variables
de entrada uj realacionadas mediante n funciones de estado fi que en forma gene-
ral son no lineales. El sistema es función expĺıcitamente, en este caso, del tiempo.
Cuando la relación es impĺıcita, los sistemas se denominan autónomos. La mayor
parte de los problemas de apliación corresponde a sistemas autónomos y aún es
posible, agregando ecuaciones, transformar todo sistema dinámico en un sistema
dinámico autonómo.
La existencia y unicidad de las soluciones de los sistemas se aseguran imponiendo
restricciones a la forma de la función de estado f = (f1 . . . fn). La continuidad de
f respecto a x = (x1 . . . xn) y a t garantiza el resultado. Una vez que es posible la
resolución de (4.1), dado un estado inicial x0, es posible determinar una colección
de estados posteriores, que se denomina trayectoria del sistema. Conforme a la
propiedad de unicidad, la trayectoria, u órbita, es una curva que no puede inter-
sectarse consigo misma.
Si se suprimera la dependencia de un sistema respecto de la entrada u = (u1 . . . um),
o bien se considera una entrada fija, las ecuaciones diferenciales de estado para un
sistema autónomo pueden escribirse como:

ẋ = f(x) (4.2)

El conjunto de las trayectorias posibles de esta ecuación proporciona una descrip-
ción geométrica del comportamiento del sistema. El diagrama en el cual se grafican
las variables de estado unas en función de otras se llama diagrama de fases del sis-
tema. Aunque la interpretación geométrica se limita a las 3 dimensiones, es posible
analizar sistemas de mayor orden mediante diagramas de fase parciales a fin de
establecer relaciones dinámicas entre las variables.

4.1.2. Puntos de equilibrio y ciclos ĺımite

Los puntos de equilibrio de un sistema autónomo se definen como aquellos que
cumplen:

f(x) = 0 (4.3)

También son llamados puntos singulares pues, aparentemente, de su definición se
desprende que más de una trayectoria puede conducir a un mismo punto. Esto
no es del todo exacto pues aquellas trayectorias que tienden hacia un punto de
equilibrio no lo alcanzan rigurosamente sino que se aproximan asintóticamente.
Si bien consideramos que f es una función no lineal, es una herramienta del análisis
no lineal la linealización de la función de estado en el entorno de un punto de
equilibrio xe. La aproximación conduce a:

d

dt
(∆x) = A∆x (4.4)
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donde A es la matriz jacobiana de f evaluada en xe y ∆x los incrementos de la
variable de estado.
La naturaleza del equilibrio en xe se relaciona con las propiedades de la matriz
A. Las soluciones del problema linealizado se hayan en efecto vinculadas por la
siguiente expresión2:

∆x = etA∆x0 (4.5)

Se deduce que los autovalores de A definen el tipo de equilibrio del sistema. Se
construye una clasificación de acuerdo a la representación en un diagrama de fases
del comportamiento en el entorno de un punto de equilibrio. El siguiente cuadro
resume las caracteŕısticas posibles de un sistema linealizado:

Nodo estable Autovalores reales y negativos;
Nodo inestable Autovalores reales y positivos;

Foco estable Autovalores complejos conjugados, con parte real negativa.
Foco inestable Autovalores complejos conjugados, con parte real positiva.

Punto silla Autovalores reales y de signo opuesto.
Centro Autovalores complejos conjugados de parte imaginaria pura.

Cuadro 4.1: Clasificación de puntos de equilibrio en un sistema linealizado.

En la Figura 4.1 se grafican diagramas de fase correspondientes a algunos de estos
casos. Los diagramas permiten conocer el estado a largo plazo del sistema, por
ejemplo en la Figura 4.1a), el sistema tiende asintóticamente a ser representado
por un único punto, el punto de equilibrio xe. En mecánica newtoniana, este caso

2Si A es una matriz diagonal:

A =


a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . an


, luego eA se obtiene aplicando la función sobre cada elemento de la diagonal

eA =


ea1 0 . . . 0
0 ea2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ean

 .

Esto permite también utilizar la función exponente sobre matrices diagonalizables. Si A =
UDU−1 y D es diagonal, entonces eA = UeDU−1. Véase un desarrollo detallado en [84].
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a) b)

c) d)

Figura 4.1: Clasificación de puntos de equilibrio. a) Nodo estable. b) Foco inestable.
c) Nodo inestable. d) Punto silla.

podŕıa corresponderse con el de un sistema sobreamortiguado. Asimismo, un sis-
tema con un punto de equilibrio centro, puede asimilarse con el de un oscilador
armónico3. Cada uno de los estados estables puede identificarse con el comporta-
miento alrededor de un sólo punto.
Cómo se hab́ıa presentado en 1.3, el escurrimiento alrededor de un cilindro para
bajos números de Reynolds puede ser interpretado bajo la óptica del análisis de sis-
temas dinámicos. En consecuencia, para Re < 49 sabemos que el sistema responde
a una solución estacionaria en sentido estricto, ninguna porción del escurrimiento
es función del tiempo. Podemos pensar entonces que el estado del sistema a lar-
go plazo temporal, en un entorno de un punto de equilibrio, corresponde a dicha
solución. Ante alguna perturbación externa, el sistema respondeŕıa retornando al
punto de equilibrio que toma la forma de un nodo estable4.

En sistemas de dos o más variables de estado, es posible la aparición de un compor-
tamiento periódico. En el espacio de las fases, el comportamiento se caracteriza por
la aparición de trayectorias que toman la forma de curvas cerradas. Éstas trayecto-
rias reciben el nombre de ciclos ĺımite. El teorema de Poincaré-Bendixon establece

3Por ejemplo un resorte ideal sin fricción.
4Es posible también que el sistema retorne como un foco estable si la perturbación es amor-

tiguada con un transitorio más largo.
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las condiciones de existencia y estabilidad de los ciclos ĺımite. Su enunciado dice
que ”si una región acotada y cerrada del espacio de las fases no contiene ningún
punto de equilibrio y tiene la propiedad de que toda trayectoria que comienza en
ella nunca la abandona, entonces, la región contiene al menos un ciclo ĺımite”.
Volviendo al flujo alrededor de un cilindro, reconocemos en el régimen de despren-
dimiento laminar de vórtices a un sistema de comportamiento periódico que se
encuadra bajo la definición de ciclo ĺımite. Si analizamos el flujo bajo la teoŕıa de
POD, las variables de estado en este caso corresponden a los modos temporales
del escurrimiento.
Es de interés el análisis, en el marco de nuestro estudio, de parámetros que modi-
fican la naturaleza del sistema dinámico. Esto equivale a:

ẋ = f(x, η) (4.6)

donde η es un parámetro que modifica a la función f o, en la versión linealizada,
a la matriz A. Cuando el parámetro es capaz de cambiar el tipo de estabilidad
del sistema, se lo denomina parámetro de bifurcación. Como adelantamos en el
Caṕıtulo 1, el número de Reynolds es un parámetro de bifurcación para el escu-
rrimiento alrededor de un cilindro. Alĺı señalamos que el proceso de cambio de
estabilidad de un sistema dinámico desde un punto fijo a un ciclo ĺımite estable se
denomina bifurcación supercŕıtica de Hopf.

Presentadas éstas definiciones y herramientas de sistemas dinámicos, estudiaremos
a continuación las formas de plantear en este marco problemas de la mecánica de
fluidos, que se rigen según la ecuación de Navier Stokes, no lineal y a derivadas
parciales.

4.2. Proyección de Galerkin

El método de proyección de Galerkin consiste en convertir una ecuación diferencial
en derivadas parciales, o una ecuación ordinaria infinito-dimensional, en un con-
junto finito de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para ello, es necesario proyectar
las funciones que componen la ecuación original sobre un subespacio de dimensión
finita. Suele referirse en la literatura como funciones de prueba a las funciones que
generan dicho subespacio.

En nuestros problemas fluidodinámicos, esto significa proyectar los elementos del
espacio L2(Ω) sobre un subespacio definido por un conjunto finito de funciones. De
acuerdo a nuestro desarrollo, las funciones óptimas para realizar esta proyección
resultan las autofunciones que provienen de la descomposición POD. Remarcamos
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que, a diferencia de otros desarrollos numéricos utilizados en la mecánica compu-
tacional, el origen de nuestras funciones de prueba es puramente experimental.
Más aún, se encuentra ligado a la noción de estructura coherente(1.6.1) que hemos
adoptado, tal como se demuestra en (3.2.2).

Tratando la ecuación de Navier Stokes con la proyección de Galerkin, resulta un
problema infinito dimensional. Es entonces necesario realizar un truncamiento de
los modos que participan de la dinámica del problema. Esto conduce a problemas de
estabilidad de los sistemas de orden reducido que pueden ser resueltos de distintas
formas. Se desarrollará, entonces, en lo que sigue, el planteo y la resolución de
sistemas dinámicos aplicados a nuestro estudio fluidodinámico.

4.2.1. Formulación de sistemas de orden reducido

La dinámica de un flujo incompresibles se haya gobernada bajo las ecuaciones de
Navier Stokes:

∂~u

∂t
+∇~u · ~u = −1

ρ
∇p+ ν∇2~u+ fv (4.7)

Y la ecuación de conservación de la masa:

∇ · ~u = 0 (4.8)

Donde ~u = (u, v, w) = u es la velocidad, p, la presión,ρ, la densidad y ν la visco-
sidad cinemática.
Resumiendo en un operador diferencial no lineal F las derivadas sobre u, las
ecuaciones pueden reescritas bajo la forma:

∂u

∂t
= F(u) u = u(x, t), t ≥ 0,x ∈ Ω (4.9)

El problema cumple con condiciones de borde,

B (u(x, t)) = f(x, t), t ≥ 0,x ∈ Ω

y se completa con condiciones iniciales u(x, 0).
Reemplazando en (4.9) el resultado de la descomposición del campo u definida en
(3.7), y proyectando sobre cada una de las funciones base, se llega a un sistema
de ecuaciones ordinarias de dimensión infinita sólo sobre la componente temporal
del escurrimiento:

∂

∂t

∑
i

ai(t)ϕi(x) = F

(∑
i

ai(t)ϕi(x)

)
(∑

i

ϕi(x)
dai(t)

dt
, ϕi

)
=

(
F

(∑
i

ai(t)ϕi(x)

)
, ϕi

)
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dai
dt

= ȧi = F (a) (4.10)

El operador F resulta de la proyección del operador F sobre cada una de las
funciones base φ(x).5 Se supone que (4.10) es una representación exacta de las
ecuaciones de Navier Stokes. Las condiciones de borde se verifican por la propiedad
heredada de las funciones base como se demostró al final de 3.2.1. Las condiciones
iniciales pueden elegirse de cualquiera de las proyecciones del campo sobre las
funciones base.
Como en la práctica se trabaja con representaciones aproximadas, si denotamos ã
como un vector de dimensión finita de s componentes, el sistema queda:

ã = F̃ (ã)

Puede demostrarse [60] que el error entre la solución del sistema aproximado y el
sistema exacto tiene la forma:

ε(t) =

[
ε(0) +

K

L

]
eLt (4.11)

Donde las constantes K y L no pueden estimarse a priori de la resolución de un
problema. En general, se cuenta con un error que crece de manera exponencial y
el esquema de cálculo necesita suposiciones adicionales sobre la naturaleza de las
soluciones. Antes de abordar el problema, detallamos la obtención del operador6

F (a).

La construcción del operador F depende de la formulación que se elija para las
ecuaciones de Navier Stokes. De acuerdo a la naturaleza de los datos que se dis-
pongan y de la aplicación del modelo, convendrá adoptar uno u otro esquema. Se
distinguen: la formulación en velocidad presión, basada en el campo de velocida-
des totales, o basada en el campo de velocidades fluctuantes; la formulación en
vorticidad.

Formulación en velocidad-presión sobre el campo total

Las ecuaciones de Navier-Stokes se escriben de la manera siguiente:

∂u

∂t
+∇u · u = −∇p+

1

Re
∇2u (4.12)

5En adelante consideraremos como notación x ≡ x, x ∈ Ω y u ≡ u ∈ L2(Ω).
6En lo sucesivo, llamamos al operador de dimensión finita F (a) = F̃ .
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Efectuando la proyección de Galerkin de esta equación sobre la base resultante de
la descomposición POD del campo de velocidades total,

dai
dt

= (ϕi,−∇p) +
1

Re

(
ϕi,
∑
j

aj∇2ϕj

)
+

(
ϕi,
∑
j

aj∇ϕj ·
∑
k

akϕk

)
(4.13)

En esta ecuación, el término de presión es una incógnita que no puede expresar-
se directamente en términos de los coeficientes temporales. Por la propiedad de
divergencia nula de las funciones base ϕi (3.2.1):∫

Ω

∇(pϕi)dx =

∫
Ω

ϕi∇p+ p∇ϕdx =

∫
Ω

ϕi∇p = (ϕi,∇p)

Podemos escribir en virtud del teorema de Stokes:

(ϕi,∇p) =

∫
δΩ

(pϕi) · dl (4.14)

Donde δΩ es la curva que delimita la superficie Ω y dl es normal a la frontera δΩ.
Este término entonces puede ser calculado directamente si la presión es conocida,
que puede ocurrir si trabajamos sobre datos provenientes de simulaciones numéri-
cas. Por otra parte, según las condiciones de borde que adopten los problemas
a estudiar, (4.14) puede anularse. En otros casos, la formulación en términos de
vorticidad permite evitar el cálculo.

Formulación en velocidad-presión fluctuantes

La descomposición de Reynolds se utiliza a menudo en el modelado de la tur-
bulencia. Consiste en escribir las ecuaciones de Navier Stokes considerando a la
velocidad como la superposición de una componente promedio um mas otra fluc-
tuante u′: u(x, t) = um(x) + u′(x, t). Aplicando esta descomposición, después de
proyectar la ecuación resultante, aparece un término adicional sobre el sistema
anterior, (ak(t)aj(t))m. El modelado de este término se ha realizado de distintas
maneras:

Evaluando el término a lo largo de la integración numérica de (4.10) mediante
un promedio temporal de los pasos de tiempo ya calculados[13].

Imponiendo la condición de no correlación de las ai(t), aśı resulta
(ak(t)aj(t))m = λjδkj.

El carácter estacionario del campo promedio um, permite demostrar [94] que
el término adicional corresponde a:(

∂um
∂t

)
m

= 0 ⇒ (F(u)) =
∑
j,k

(ak(t)aj(t))m∇(ϕjϕk)
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El esquema de mantener la superposición entre la media temporal y modos fluc-
tuantes tiene por desventaja que se fuerza el desacople entre ellos.

Formulación en vorticidad

Según la idea de Rempfer[106], puede deducirse el sistema dinámico que representa
al escurrimiento utilizando la ecuación de transporte de la vorticidad.

∂ω

∂t
+∇ω · u = ∇u · ω +

1

Re
∇2ω (4.15)

La vorticidad ω puede escribirse en términos de la base POD. Efectivamente, si
definimos ψi(x) = ∇ × ϕi(x), puede proyectarse (4.15) sobre este conjunto de
funciones. Obtendremos aśı un sistema de orden reducido pero la definición de las
ψi adoptada no garantiza su ortonormalidad.
Si consideramos solamente flujos bidimensionales, como los que se analizarán en
el presente trabajo, ∇u · ω es nulo. Aplicando la descomposición de Reynolds en
este caso, y proyectando sobre el conjunto de la ψi se obtiene un sistema del tipo:∑

k

mik
dai
dt

= ii +
∑
k

likak +
∑
k,j

cijkajak (4.16)

donde los coeficientes se definen según:

mik =

∫
Ω

ψiψkdx (4.17)

lik =
1

Re

∫
Ω

∇2ψkψidx−
∫

Ω

(∇ωmϕk +∇ψkum)ψidx (4.18)

cijk = −
∫

Ω

(∇ψjϕk)ψidx (4.19)

ii =
∑
j

λjcjji (4.20)

4.2.2. Inclusión del modo cero

Hace algunos años Dusek et al.[36] propusieron representar toda magnitud hidro-
dinámica en flujos de estela periódica como una superposición de un flujo base
y la superposición de modos normales. Varios autores[146][98][87] han continuado
este modelo aplicándolo a distintos casos. El trabajo de Noack et al.[87] detalla la
construcción de un modelo reducido mejorado a partir de la inclusión de un modo
cero o base en el escurrimiento alrededor de un cilindro para Re > 49. En dicho
trabajo, Noack se sirve de datos provenientes de DNS para construir sus funciones
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4.3. HIPÓTESIS DE CIERRE

emṕıricas de POD a las cuales se agrega un modo proveniente de la solución esta-
cionaria inestable de la ecuación de Navier Stokes. La solución base us corresponde
al problema resuelto con DNS cuando ninguna perturbación numérica participa
de los cálculos. Otra forma de lograrla es imponiendo condiciones de borde que
fuerzan el resultado, por ejemplo la componente vertical de la velocidad v = 0 a
lo largo del eje de simetŕıa del flujo. Cuando Re < 49 la solución base coincide
naturalmente con la solución completa de Navier-Stokes.
Una vez conocida la función us, se procede a incluirla en el modelo a partir de una
construcción del tipo Gram-Schmidt de la base de funciones POD. F́ısicamente,
el sistema contiene aśı una de las posibles soluciones cuando las perturbaciones,
representadas por los modos POD se anulan completamente. El modelo fue tes-
teado en [87] y mejoró notablemente, frente al modelo que sólo incluye la media
y las perturbaciones[34], la predicción de estados transitorios. Asimismo, con un
análisis de estabilidad los autores logran determinar con un modelo reducido el
punto de bifurcación de Hopf a Re ∼ 49. En el trabajo realizado sobre nuestros
datos, hemos inclúıdo la prueba de este modelo pero sin observar mejoras noto-
rias. La complejidad que introduce la naturaleza experimental de nuestros datos
es probablemente la razón de la dificultad de adaptar el método.

4.2.3. Śıntesis

Como se ha expuesto, la construcción de los sistemas de orden reducido conduce a
un sistema de ecuaciones ordinarias no lineales, de forma lo sumo cuadrática. De
manera general, resumimos este sistema a:

dak(t)

dt
= F (ak) = ik +

s∑
i=1

likai +
s∑
i=1

s∑
j=i

aicijkaj k = 1 · · · s (4.21)

La obtención de los coeficientes de las ecuaciones 4.21 vaŕıa de acuerdo al planteo
que se realiza. El sistema necesita, en general, de condiciones adicionales para
garantizar su estabilidad como se discutió con la ecuación (4.11).

4.3. Hipótesis de cierre

4.3.1. Truncamiento

El truncamiento realizado en pos de la reducción del sistema elimina la presencia
de modos que, pese a no poseer una elevada energia cinética respecto a los conser-
vados, contribuyen a la estabilidad del modelo.
Desde un punto de vista fisico, los modos descartados se hallan asociados a las es-
tructuras más pequeñas del flujo, responsables de mecanismos de disipación de la
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Figura 4.2: Enerǵıa cinética fluctuante acumulada en una descomposición POD.

energia del sistema. Al no tener en cuenta la influencia de los modos descartados,
se obtienen modelos de soluciones incapaces de disipar la energia contenida en los
modos conservados, por ello, inestables. Esta posibilidad de inestabilidad se hace
más importante a medida que la fracción de energia descartada se hace más grande
respecto a la conservada, situación que corresponde al estudio de problemas con
números de Reynolds elevados donde la turbulencia es más acentuada.
Como criterio de truncamiento hemos adoptado primeramente la idea aceptada
mayormente de conservar un porcentaje de enerǵıa cinética fluctuante por encima
de un determinado umbral. Para ello, y en relación con la ecuación (3.15), si con-
tamos con M observaciones de un flujo, seleccionamos una cantidad de s modos
capaces de retener ε:

ε =

∑s
i=1∑M
i=1

(4.22)

En nuestras aplicaciones el valor de ε ronda el 90%. La Figura 4.2 presenta los
resultados correspondientes al ejemplo del escurrimiento alrededor de un cilindro
cuyo campo se ilustra en la Figura 3.1.

Hemos contemplado además, como criterio de inclusión de modos, conservar aque-
llos cuyas funciones temporales ai(t) originan trayectorias distinguibles de un mero
ruido. Graficamos para ello, diagramas de fase en la Figura 4.3. Sobre el mismo
ejemplo anterior, se agrega la información concerniente a la coherencia de la tra-
yectoria.

Una vez decidido el número de modos a incluir, para estabilizar los modelos re-
ducidos existen varias propuestas. La forma más sencilla consiste en el agregado
de una viscosidad turbulenta suplementaria que permite modificar los términos
lineales (4.2.3) y asi estabilizar el sistema dinámico como se describe en [60]. Esto
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a) b)

c) d)

Figura 4.3: Diagramas de fases. En a), b), c) se distinguen trayectorias para el
sistema dinámico. En d), el ruido de las observaciones no permite retratar una
trayectoria coherente.

significa modelizar la acción de los modos descartados mediante una disipación
artificial de los modos conservados en el sistema. Ejemplos de ello vemos en los
trabajos de Aubry et al[8], Cazemier et al.[20] y Braud [16]. En el primer caso,
Aubry plantea la ecuación de Navier Stokes en una capa ĺımite y divide las com-
ponentes del flujo como una media, el flujo fluctuante coherente y las fluctuaciones
incoherentes. El autor consigue una expresión anaĺıtica para la estimación de una
viscosidad turbulenta, o término de amortiguación, νT añadida a la cinemática
para modelar los modos no incluidos. En el trabajo de Braud, por otra parte, se
trata al problema como encontrar la estabilidad de un sistema dinámico a partir
de νT como parámetro de bifurcación. El parámetro se introduce en el sistema
hasta lograr que el mismo no tenga soluciones ni divergentes ni triviales. Cazemier
et al. proponen la misma modificación pero solamente actuando sobre los térmi-
nos diagonales de la matriz de coeficientes lineales L. El ajuste del parámetro de
amortiguación asegura que el modelo quede siempre disipativo.
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Otra forma de estabilizar el sistema fue propuesta por Vigo[127]. La corrección de
los términos de la ecuación dinámica se basa en la estimación de una viscosidad
turbulenta que vaŕıa en el espacio. Aśı, aprovecha la información espacial y no
afecta en forma global al sistema. En este camino, en [24], Couplet et al. estu-
dian la transferencia de enerǵıa entre los diferentes modos de POD y proponen la
utilización de un modelo de viscosidad artifical dependiente del orden de los mo-
dos interactuantes. Asimismo, los autores se sirven de la técnica de identificación
polinomial que a continuación describimos.

4.4. Identificación Polinomial

Los coeficientes ik, lik, cijk se obtienen, como hemos visto, de la proyección de
las ecuaciones originales sobre la base POD. Esto supone el conocimiento de un
conjunto de observaciones de campos de velocidades y de presiones o bien de vor-
ticidad. Asimismo, en el cálculo intervienen productos internos y las derivadas
espaciales de las funciones bases, que amplifican el ruido numérico.Si se trabaja
con campos que provienen de medidas experimentales, aparece el error inherente
a la técnica7 y, además, la resolución espacial puede resultar insuficiente. Cuando
se siguen esquemas de cálculo de coeficientes matriciales como los expuestos en la
ecuación(4.13), la determinación de derivadas de hasta segundo orden y la multi-
plicación de estos términos se traduce en un mayor error que se añade al intŕınseco
de la proyección de Galerkin (definido en la ecuación 4.11). Todo esto conduce a
una estimación demasiado ruidosa para generar un modelo confiable.
Diferentes métodos han sido desarrollados para modelizar la dinámica de los modos
POD y evitar el cálculo directo de los coeficientes del sistema dinámico obtenido
mediante la proyección de Galerkin. Verdet[126] desarrolla el método de indenti-
ficación polinomial en el análisis de jets turbulentos. Braud(2000)[15] presenta la
técnica analizando el sistema dinámico de Lorenz, logrando la reconstrucción del
mismo a partir del muestreo de sus modos temporales. Más adelante, Couplet et
al.(2003)[23] estudian la misma herramienta a la cual añaden la minimización de
la función cuadrática y el planteo de un problema de control estático para refinar
el modelo reducido de un flujo 3D de un escalón. Perret(2004)[94][95] utiliza la
técnica de identificación polinomial en el estudio del acople entre experiencias y
cálculo numérico de escurrimientos en capas de corte. Afirma Perret que medidas
provenientes de PIV pueden sera analizadas en este contexto si es posible disponer
de un número suficiente de valores de coeficientes temporales a(t) y de sus deriva-

das
da

dt
.

7Véanse sus detalles en 5.3.
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4.4.1. Implementación

La ventaja del método de identificación polinomial no es sólo evitar los errores
numéricos al tratar datos experimentales sino también en proporcionar una forma
sin hipótesis a priori, de modelizar los términos correspondientes a la acción de los
modos no incluidos en el sistema. El principio es construir un sistema lineal donde
las incógnitas son los valores de los coeficientes matriciales de la ecuación 4.21. Se
obtiene la solución del sistema lineal como aquella cuyo error cuadrático medio es
el mı́nimo.
En el cálculo de los coeficientes Di, Lij, Qijk intervienen los productos internos de
los modos espaciales y de sus derivadas; por lo tanto, cuando la resolución espacial
es insuficiente, su determinación puede efectuarse según el último enfoque, que
evita el cálculo directo.
Consideramos la construcción de un sistema lineal con incógnitas Di, Lij, Qijk y su
resolución en el sentido de cuadrados mı́nimos [23], [94].

La ecuación (4.21) puede describirse de la forma
dai

dt
=

s∑
k=1

xkPk(a
1, . . . , as) donde

xk representa a cada incógnita y Pk representa a un polinomio de grado menor o
igual a 2.
Como con los datos con los cuales trabajamos hay buena resolución temporal,

tenemos una buena aproximación de
dai
dt

.

Definiendo,

X =
(
Idp . . . Lij . . . . . . Cijk . . .

)T

A =


1 . . . aj(t1) . . . aj(t1)ak(t1) . . .
1 . . . aj(t2) . . . aj(t2)ak(t2)
...

...
...

...
...

...
1 . . . aj(tM) . . . aj(tM)ak(tM) . . .


B =

(
ȧj(t1), ȧj(t2), . . . ȧj(tM)

)T
(4.23)

consideramos resolver el sistema AX = B en el sentido de cuadrados mı́nimos.

4.5. Método de Asimilación

4.5.1. Principio de la asimilación de datos

La Asimilación de datos es una técnica que permite realizar la estimación sobre el
dominio del tiempo de un conjunto de variables de estado que representan un siste-
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ma dinámico. Este escenario comparte el mismo objetivo que los filtros de Kalman
utilizados en esquemas de filtrado recursivo8. Son necesarias condiciones iniciales
del sistema, una ley de ruido para las variables y las ecuaciones diferenciales que
lo gobiernan. Luego, se ajustan estos elementos a una serie de observaciones del
sistema de acuerdo a: 

da

dt
− F (a) = ζ(t)

a(t0) = a0 + η
Y (t) = H(a) + ε(t)

(4.24)

A través del operador F , presentado para nuestro modelo reducido en (4.10) y en
(4.21), podemos describir la evolución del sistema en el intervalo de tiempo [t0; tf ],
que corresponde al de las observaciones. La diferencia entre F y el valor de la
derivada temporal sobre a se cuantifica mediante una función de ruido ζ, que se
supone gaussiana y de media nula.
La segunda ecuación fija una condición inicial a0 para la variable de estado a.
La última ecuación vincula la solución del sistema respecto de una función de
observaciones Y (t), constituida por las medidas susceptibles a error -por ejemplo
si proceden de un experimento- de la variable de estado. Para ello, se dispone de
un operador H que transforma las soluciones a(t) hacia el espacio de funciones
en el que se encuentran las observaciones. En el presente desarrollo, consideramos
que es el mismo, luego H es la identidad. Como en la primera ecuación, en las dos
últimas intervienen funciones de ruido blanco gaussiano9 y media nula, η y ε(t)
respectivamente. En la aplicación numérica, los ruidos se asocian a matrices de
covarianza Q(t, t′), B y R(t, t′) y se asumen no correlacionadas en el tiempo. Se
define la seudo-inversa de la matriz de covarianza de acuerdo a:∫ tf

t0

Q(t, t′)Q−1(t′, t′′)dt′ = δ(t− t′′) (4.25)

donde δ es la medida de Dirac. Si asumimos que nuestro modelo es perfecto, se
cumple que Q = 0. Los ruidos cuantifican las diferencias en las distintas compo-
nentes del sistema (4.24), referentes a la definición del modelo F , a la condición
inicial ao y a las observaciones.

4.5.2. Función de penalización

En la búsqueda la minimización de los errores del sistema (4.24), se plantea la
minimización de un funcional definido como:

8Una introducción a la técnica se presenta en [136]
9Ruido blanco es aquel que es totalmente correlacionado. El carácter gaussiano corresponde

a la distribución aleatoria de la señal.
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J(a) =
1

2

∫ tf

t0

∫ tf

t0

(
da

dt
− F (a)

)T

(t)Q−1(t, t′)

(
da

dt
− F (a)

)
(t′)dt′dt

+
1

2
(a(t0)− a0)

T

B−1 (a(t0)− a0)

+
1

2

∫ tf

t0

∫ tf

t0

(Y − a)
T

(t)R−1(t, t′) (Y − a) (t′)dt′dt.

(4.26)

La expresión corresponde al planteo de la ecuación de Euler-Lagrange10, que cons-
tituye la base del cálculo variacional. En el funcional participan las matrices de
covarianza de los ruidos y la solución a se presenta como un vector columna, por
ello es necesaria su transposición en la expresión. En el contexto del cálculo varia-
cional11 se define una función

g(β) = J(a+ βθ(t))

donde θ(t) es una función cualquiera de t y β es un número positivo. Si amin es un
mı́nimo relativo de J , sabemos que basta considerar

J(amin + βθ(t))− J(amin) = g(β)− g(0) ≥ 0

con lo cual β = 0 es mı́nimo relativo para la función de una variable g. Entonces
necesariamente:

dg

dβ
(0) = 0

Esto es por definición:

ĺım
β→0

g(β)− g(0)

β
= 0 (4.27)

Antes de emplear estos resultados sobre el funcional J , consideremos la definición
de derivada fuerte, o de Fréchet (ver A.2), sobre el operador F . Si F es derivable
en a, existe un operador lineal La tal que:

Laθ = ĺım
β→0

F (a+ βθ)− F (a)

β
(4.28)

10Las ecuaciones de Euler-Lagrange(desarroladas en la década de 1750) son las condiciones
bajo las cuales cierto tipo de problema variacional alcanza un extremo. Son también utilizadas
en el contexto de problemas de optimización.

11Véase una introducción en la obra de Kolmogorov[70].
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Por otro lado, el incremento del funcional J puede ser escrito como:

J(a+ βθ) =
1

2

∫ tf

t0

∫ tf

t0

(
da

dt
+ β

dθ

dt
− F (a+ βθ)

)T
(t)Q−1(t, t′)

·
(
da

dt
+ β

dθ

dt
− F (a+ βθ)

)
(t′)dt′dt+

1

2
(a+ βθ − a0)

TB−1(a+ βθ − a0)

+
1

2

∫ tf

t0

∫ tf

t0

(Y − a− βθ)(t)R−1(t, t′)(Y − a− βθ)T (t′)dt′dt.

(4.29)

Una variable auxiliar nos permite simplificar nuestro desarrollo, introducimos en-
tonces la variable κ(t), que llamamos adjunta:

κ(t) =

∫ tf

t0

Q−1(t, t′)

(
da

dt
− F (a)

)
dt′, (4.30)

Ahora śı, reemplazamos en (4.27) el funcional definido en (4.26) y su incremento
(4.29). Dividiendo por β y tomando el ĺımite β → 0, se llega a la expresión:

0 =

∫ tf

t0

(
dθ

dt
− Laθ

)T
(t)κ(t)dt+ θ(t0)

TB−1(a(t0)− a0)

−
∫ tf

t0

∫ tf

t0

θ(t)TR−1(t, t′)(Y − a)(t′)dt′dt

(4.31)

Para poder realizar este paso, se dan las condiciones expuestas en (A.4) que per-
miten la derivación bajo la integral.
Efectuando las siguientes integraciones por partes, podemos deshacernos de la de-
rivada sobre θ en la expresión (4.31):∫ tf

t0

dθ

dt

T

κ(t)dt = θ(tf )
Tκ(tf )− θ(t0)

Tκ(t0)−
∫ tf

t0

θ(t)T
dκ

dt
dt,

Introduciendo el operador adjunto12 L∗a,∫ tf

t0

(Laθ)
T (t)κ(t)dt =

∫ tf

t0

θ(t)T (L∗aκ)(t)dt.

Reuniendo estos elementos, la ecuación (4.31) puede reescribirse según:

0 = θ(tf )
Tκ(tf ) + θ(t0)

T
[
B−1(a(t0)− a0)− κ(t0)

]
+

∫ tf

t0

θ(t)T
[(
−dκ
dt
− L∗aκ

)
(t)−

∫ tf

t0

R−1(t, t′)(Y − a)(t′)dt′
]
dt

(4.32)

12véase su definición en (A.1)
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4.5. MÉTODO DE ASIMILACIÓN

4.5.3. Ecuaciones Recursivas

Dado que la derivada del funcional debe anularse para la función arbitraria θ, los
términos de (4.32), deben anularse. Obtenemos finalmente un sistema acoplado de
ecuaciones diferenciales, de avance y retroceso temporal con condiciones iniciales
y finales:

κ(tf ) = 0 (4.33)

−dκ

dt
− L∗aκ =

∫ tf

t0

R−1(t, t′)(Y − a)dt′ (4.34)

κ(t0) = B−1 (a(t0)− a0) (4.35)
da

dt
− F (a) =

∫ tf

t0

Q(t, t′)κ(t′)dt′. (4.36)

La ecuación de avance (4.36) corresponde a la definición de la variable adjunta
(4.30) y se obtiene introduciendo Q, la seudo-inversa de Q−1. definida en 4.25.
Podemos ver que la ecuación (4.33) constituye una condición final expĺıcita para el
modelo de evolución adjunto (4.34). El algoritmo consiste en realizar las siguientes
operaciones:

Se supone conocida una solución pista a y se computa la discrepancia con
las observaciones, Y − a.

Se calcula el operador adjunto. Este operador se define a partir del operador
tangente (4.28) asociado al operador de la evolución del sistema F . La ex-
presión anaĺıtica de este operador no es en general accesible en general. En
dimensión finita, es posible obtener una expresión del operador L∗a directa-
mente como la matriz conjugada transpuesta asociada al operador La. En
(4.5.5) se detallará el cálculo del operador adjunto del sistema (4.21).

Se integra hacia atrás (desde tf hacia t0) la ecuación (4.34). Se determina la
condición inicial para la variable de estado a con la ecuación (4.35).

A partir de la nueva condición inicial para la variable de estado a, (4.36)
puede ser integrada en avance y conformar el sistema recursivo de cálculo.

Al finalizar el cálculo recursivo, se obtiene una solución asimilada del sistema,
a(t). Combinando la técnica de identificación polinomial, podemos obtener los
coeficientes del sistema 4.21. La novedosa utilización de éstas dos técnicas nos
permitió la construcción de modelos reducidos basados en datos experimentales
PIV[29].
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4.5.4. Función de estado incremental

El anterior sistema puede ser ligeramente modificado para producir una solución
pista inicial adecuada en el cálculo.
Considerando una función de incrementos que vincula la función de estado F y la
diferencia en la condición inicial ∆a = a−a0, linealizamos el operador F alrededor
de la condición inicial13 a0:

F (a) = F (a0) + La0 · (∆a),

Esto permite dividir a la ecuación (4.36) en dos ecuaciones con una condición
inicial expĺıcita:

a(t0) = a0 (4.37)

da0

dt
− F (a0) = 0 (4.38)

d∆a

dt
− La0∆a =

∫ tf

t0

Q(t, t′)κ(t′)dt′. (4.39)

La combinación de las ecuaciones (4.33 4.34 4.35 ) y (4.37 4.38 4.39) conduce al
esquema de cálculo final. El método consiste en una integración hacia adelante
en el tiempo desde la condición inicial a0 con el modelo de ecuación del sistema
dinámico (4.38). Ésta primera solución sirve a la estimación (4.33, 4.34) de la
variable adjunta. La evolución de κ es guiada por una medida de discrepancia entre
la observación y el estimado: Y − a. La condición inicial es entonces actualizada a
través de la ecuación (4.35) y se realiza una integración en avance del incremento
∆a mediante (4.39). La estimación se renueva a cada paso a = a+ ∆a. El proceso
es iterativo hasta la convergencia.

4.5.5. Operador Tangente

De acuerdo a nuestro sistema dinámico de orden reducido (4.21), mostramos como
se construye el operador tangente lineal para llevar a cabo el método de Asimila-
ción. Reescribimos la ecuación del sistema dinámico(4.21):

dak(t)

dt
= F (ak) = ik +

s∑
i=1

likai +
s∑
i=1

s∑
j=i

aiCijkaj k = 1 · · · s

Para obtener el operador tangente lineal La, planteamos la aplicación del operador
F sobre a mas una función θ(t) = [θ1(t) · · · θs(t)]T que representa una pequeña

13Esta linealización es equivalente a la derivada definida en (4.28)
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perturbación. Despreciando los términos de θ de grado igual mayor a 2, resulta:

dθk
dt

= La(θk) =

[
s∑
i=1

likθi +
s∑
i=1

s∑
j=1

aiCijkθj + θiCijkaj

]
k = 1 · · · s.

Como Cijk = Cjik,

dθk
dt

= La(θk) =

[
s∑
i=1

likθi +
s∑
i=1

s∑
j=1

2aiCijkθj

]
k = 1 · · · s. (4.40)

Podemos resumir en:
La(θ) = (L+ 2C)θ. (4.41)

donde L y C son matrices (s× s):

L =


L11 L12 · · · L1s

L21 L22 · · · L2s

· · ·
Ls1 Ls2 · · · Lss

 (4.42)

C =


∑s

i=1 aiC1i1
∑s

j=1 aiC2i1 · · ·
∑s

j=1 aiCsi1∑s
i=1 aiC1i2

∑s
i=1 aiC2i2 · · ·

∑s
i=1 aiCsi2

· · ·∑s
i=1 aiC1is

∑s
i=1 aiC2is · · ·

∑s
i=1 aiCsis

 (4.43)

4.5.6. Convergencia y estabilidad numérica

Cuando llevamos a la práctica el sistema variacional, linealizamos el funcional J
alrededor de una pequeña perturbación βθ:

J(a+ βθ) ∼= J(a) + LJ · βθ. (4.44)

La ecuación (4.32) nos da una representación anaĺıtica del vector gradiente LJ :

LJ · θ = ĺım
β→0

J(a+ βθ)− J(a)

β
.

Es posible entonces definir un criterio de convergencia basado en lo anterior:

LJ · θ < ε. (4.45)

Sin embargo, si los operadores F y H son no lineales, no podemos servirnos de un
mı́nimo global ε. Es posible hallar la solución óptima sólo si partimos de un estado
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inicial que se encuentre en un entorno cercano del estado óptimo del sistema.
El cálculo del incremento del funcional J nos brinda una forma práctica de deter-
minar si es correcto el planteo de la ecuación sobre la variable adjunta [124]:

ĺım
β→0

J(a+ βθ)− J(a)

βLJ · θ
→ 1. (4.46)

La aplicación del algoritmo de asimilación nos permite la evaluación de lo anterior
y la implementación de criterios de convergencia para garantizar la estabilidad
numérica del modelo.

4.5.7. Śıntesis

Es novedosa la aplicación que realizamos del método de asimilación de datos y mo-
delo, en el contexto de la mecánica de fluidos[29]. Como se detalla en el Caṕıtulo 5,
la técnica de determinación de campos de velocidades de un escurrimiento presenta
aún un grado de incertezas suficientemente alto como para dificultar la construc-
ción de sistemas dinámicos reducidos. La asimilación de datos puede funcionar
como un eficiente filtro para las medidas pues, aunque en una forma proyectada
o reducida, se las fuerza a cumplir la ecuación de Navier Stokes. Asimismo este
filtrado combinado con el método de identificación polinomial es capaz de generar
un modelo reducido que supera los problemas de cierre (4.3.1) con mayor eficacia.

4.6. Conclusiones

Han sido desarrollado a lo largo del caṕıtulo una serie de procedimientos que posi-
bilitan la construcción de modelos reducidos para flujos incompresibles mediante
POD. Sobre las definiciones y conceptos expuestos en el Caṕıtulo 3, hemos pa-
sado revista de los métodos propuestos por diferentes autores en vistas de una
adaptación al análisis y proceso de los datos con los que trabajamos en nues-
tro laboratorio. Los problemas de cierre, más frecuentes cuando las observaciones
son experimientales, pueden superarse con la técnica de identificación polinomial.
Sobre esta base, hemos presentado el método de asimilación como una mejora
aplicada a la formulación de modelos reducidos. Más adelante en el trabajo, apli-
caremos este desarrollo sobre datos provenientes de observaciones, experimentales
o numéricas.
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Caṕıtulo 5

Montaje experimental y primer
tratamiento de los resultados

5.1. Introducción

Las experiencias que forman parte de este trabajo fueron realizadas en el labora-
torio de Fluidodinámica de la Facultad de Ingenieŕıa de la Universidad de Buenos
Aires. Se presenta a continuación una descripción de los dispositivos e instru-
mentos utilizados para las llevar a cabo las experiencias en este trabajo. Pueden
distinguirse fundamentalmente:

i. Equipos para producir y medir el fenómeno fluidodinámico.

ii. Equipos para producir y medir un actuador mecánico.

iii. Equipos para realizar la generación y la medida del actuador electrohidro-
dinámico.

Luego, se caracteriza el accionar del dispositivo electrohidrodinámico. Para ello,
se detallan las medidas eléctricas que corresponden a la acción del actuador EHD.

Se han efectuado, asimismo, análisis simples que pueden realizarse sobre los resul-
tados de los campos de velocidades obtenidos. La observación de los campos medios
constituye una manera convencional para evaluar las modificaciones fluidodinámi-
cas de la actuación. Se realiza una primera comparación con el flujo resultante de
la acción rotación mecánica del cilindro.
Un refinamiento de estos tratamientos se presentará en el siguiente caṕıtulo y
permitirá una mayor explotación de los resultados.
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Figura 5.1: Vista del túnel de viento.

5.2. Equipos para producir y medir el fenómeno

fluidodinámico.

5.2.1. Túnel de viento

El túnel de viento que sirvió para las experiencias se muestra con sus dimensiones
en la Figura 5.1.
Tiene como caracteŕısticas principales:

- Es del tipo de circuito cerrado. Su diseño fue realizado para lograr en la
sección de pruebas, un escurrimiento homogéneo y con la menor tasa de
turbulencia posible. A ello contribuyen los cambios de sección proyectados,
las curvas y los enderezadores de vena. Detalles de su construcción pueden
encontrarse en [10].

- La cámara de pruebas tiene dimensiones 25cm (largo) x 18cm (alto) x 18cm
(ancho). La misma fue construida a partir de las dimensiones de un cuerpo
prototipo. En particular, considerando el cilindro que utilizamos en nuestras
experiencias, de diámetro D = 2cm y largo L = 18cm, sus dimensiones y
ubicación cumplen las recomendaciones hidrodinámicas citadas en [134].

- El ventilador trabaja con tensiones de entrada que van desde 12 a 48 V DC,
tiene una potencia de 36 Watts con la que puede entregar un caudal máximo
de 4.7 m3/min lo que permite poder medir en la sección de pruebas velocida-
des entre 0.01 y 2.5 m/s. Una fuente de tensión y corrientes regulables 0 30V,
de 0 a 5A respectivamente. Tiene un bajo nivel de ripple(ondulaciones), es
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Figura 5.2: Ilustración del principio de funcionamiento de la técnica PIV.

decir son mı́nimas las fluctuaciones alrededor del nivel que se fija, alrededor
del 0.01%.

5.3. Técnica de medida por seguimiento de imáge-

nes de part́ıculas

La ”velocimetŕıa”(medición de campos de velocidades) por imágenes de part́ıculas
(PIV en inglés) es una técnica de medida capaz de producir a partir de un par de
fotos sobre un mismo dominio, el campo de velocidades instantáneo del mismo. Se
describen entonces a continuación los fundamentos del método.

5.3.1. Fundamentos

La técnica PIV se basa en la determinación de los desplazamientos de part́ıculas
trazadoras distribuidas en un flujo, que, en relación a un corto intervalo de tiempo
∆t, permiten establecer las velocidades del escurrimiento. Es entonces necesaria
una cantidad y calidad de part́ıculas inmersas homogéneamente en el flujo a estu-
diar que permitan su reconocimiento. Su naturaleza no debe producir alteraciones
sobre el escurrimiento si el trazador es elegido correctamente. Para identificar las
posiciones de las part́ıculas se utiliza iluminación y una cámara para adquirir la
información. Un esquema simple de lo anterior se ilustra en la Figura 5.2. A par-
tir de dos imágenes grabadas mediante una cámara digital1, se conocen para dos
instantes distribuciones de intensidad luminosa sobre el dominio. Mediante corre-
laciones cruzadas entre los campos de intensidad, suponiendo que la intensidad
luminosa sobre cada part́ıcula se conserva, se estiman los desplazamientos de las

1en inglés se designan CCD(charge-coupled device) cameras, en referencia al sensor digital.
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part́ıculas. El cálculo precisa de algoritmos eficientes, fundamentalmente cuando
se busca trabajar con campos de mallas densas y se procesa un gran número de
observaciones. En vista de lo anterior se clasifica a la técnica como no intrusiva,
considerando que no se introducen más perturbaciones fluidodinámicas sobre el
escurrimiento que las part́ıculas trazadoras.
En el trabajo de Adrian[1] se encuentran detallados éstos fundamentos y una ac-
tualización es presentada por Raffel en [102].

5.3.2. Equipo

Generación del plano Láser

Se dispone de un láser de iluminación continua verde, Intelite GM32-150IH, de
caracteŕısticas:

- tensión de trabajo: 5,0V DC regulable.

- Corriente de trabajo: < 1500mA

- Potencia de salida: < 150mW

- Clasificación: Clase IIIb Longitud de onda: 532 + /− 5nM

La generación del plano láser se realiza mediante un poliedro rotativo el cual
está compuesto por 10 espejos planos y un circuito y motor eléctrico que lo hacen
girar a 125 Hz. El láser incide en el poliedro rotativo y genera un plano de luz en
la sección de prueba paralelo al flujo de aire. Debido a la alta frecuencia de 1250
Hz dado que son 10 espejos, se hace posible la iluminación homogénea. Al girar el
espejo en el cual está incidiendo el láser, éste barre una determinada zona, igual a
la superficie del plano aparente generado. El tiempo de escaneo o barrido en cada
pasada (por espejo) es de 800 micro segundos. También, a fin de aumentar la zona
de iluminación, agregamos un espejo en el piso del túnel de vientos. La foto en
la Figura 5.3 ilustra la implementación de estos elementos que sirven a la medida
sobre el túnel de viento.

Part́ıculas trazadoras y generador de humo.

El generador de humo produce las part́ıculas trazadoras que dispersan la luz al
ser interceptadas por el plano láser. El mismo consta básicamente de un pequeño
tanque para el querosene, una resistencia eléctrica para evaporarlo y un ventilador
de recirculación. Se muestra el equipo en la Figura 5.4.
Las part́ıculas trazadoras deben ser elegidas lo más grande posible a fin de obtener
la mayor dispersión de luz posible, pero a su vez el tamaño máximo está limitado
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Figura 5.3: Sección de prueba del túnel de viento.

Figura 5.4: Generador de humo de kerosén.
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por la influencia del peso y del volumen sobre la trayectoria de las mismas. El
tamaño de part́ıcula que se genera en el inyector de humo instalado en nuestro
laboratorio es de aproximadamente de 10 a 20µm de diámetro.

Cámara.

Las imágenes han sido adquiridas utilizando una cámara CCD Pixelfly PCO VGA.
La cámara fue seleccionada de forma que su sensibilidad es mayor para regiones
cercanas a la longitud de onda del láser. Son parámetros modificables:

- El modo de adquisición. La cámara puede operarse mediante un disparo de
señal externo (trigger). Pueden adquirirse aśı imágenes en forma asincrónica
o bien imágenes doble pulso (double pulsed), espećıficas para la utilización
con PIV. Asimismo puede utilizarse la función de video continuo.

- El tamaño de las imágenes. La cámara puede barrer las imágenes salteando
1 o 3 filas de la imagen objetivo a fin de reducir el tiempo de adquisición de
las mismas. También es posible el salteo de 1 o 3 columnas. De esta forma
se tienen imágenes desde tamaños 640x480 pixels hasta 160x120.
Hemos trabajado con la configuración de video continuo ya que las imágenes
doble pulso requieren la acción de un láser pulsado. Este ha sido un factor
limitante respecto de las velocidades posibles a relevar en las experiencias.

5.3.3. Algoritmo PIV.

La determinación del campo de velocidades se realiza a partir del análisis de la
correlación entre dos imágenes sucesivas. Para ello se divide a cada imagen en una
grilla de ventanas o celdas de interrogación que contienen conjuntos de part́ıculas.
La comparación entre las celdas de una y otra imagen se realiza por media de una
función de correlación cruzada Φ:

Φfg(m,n) =
∑
i

∑
j

f(i, j)g(i+m, j + n) (5.1)

donde las funciones f(i, j) y g(i, j) representan la distribución de intensidad lumi-
nosa entre la primera y la segunda imagen, y los desplazamientos posibles en pixels
son m y n. La función de correlación presentará un máximo alĺı donde el desplaza-
miento es el más probable. Dada una celda de interrogación de tamaño cuadrado
N pixels, el número de operaciones involucradas es del orden de N4. Teniendo en
cuenta la cantidad de celdas, y la cantidad de imágenes que se utilizan para servir
en una experiencia, el costo computacional es enorme. Para ello, se realiza una
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transformación de las funciones f y g hacia otro espacio donde las operaciones son
más sencillas. Ello se logra utilizando la transformada de Fourier. Observamos que
la ecuación (5.1) corresponde a la definición de producto de convolución de dos
funciones discretas, su transformada es el producto de las transformadas de las
funciones. En la práctica, la transformada se realiza por medio de la transformada
rápida de Fourier (FFT2).
La cantidad de part́ıculas por celda es entre 10 a 15 para obtener las mejores ins-
tantáneas, para ello, las áreas de interrogación tienen tamaños t́ıpicos desde 16x16
hasta 128x128 pixels. Se utilizan además, sucesivos tamaños de ventanas desde un
tamaño mayor hacia uno menor para refinar el cálculo en pasos múltiples sucesivos.
También, para no perder áreas de correlación, se comparan los datos que pueden
encontrarse en las fronteras de las celdas mediante el solapamiento entre vecinas.
Los algoritmos utilizados en este trabajo pertenecen al paquete GPIV , el cual ha
sido desarrollado por Gerber Van der Graaf[49] como software libre bajo el acuerdo
GNU (General Public License).
Obtuvimos los mejores resultados sobre nuestros datos para una configuración de
dos pasos desde el tamaño 32x32 pixels hasta 16x16 pixels, y con un solapamiento
de 8 pixels. Como resultado, las imágenes de 640x480 pixels proporcionaron grillas
de 77x57 puntos.
La primer salida del algoritmo se presenta en la Figura 5.5. A primera vista, pueden
observarse errores de la estimación que pueden tener origen en:

La cantidad de part́ıculas por celda es insuficiente en la celda considerada.

La velocidad de las part́ıculas produce desplazamientos que escapan de la
celda de interrogación.

La iluminación no es homogénea en el dominio.

El flujo no es perfectamente bidimensional.

Errores numéricos.

El programa permite identificar y reparar los vectores defectuosos en cada par de
imágenes. La reparación se realiza ya sea partir de la información de un segundo
pico de correlación o bien a partir de información de las celdas adyacentes a la
errónea. Hemos desarrollado en forma paralela una técnica que realiza esta tarea
a partir de la información contenida en cada serie de imágenes. En la literatura,
se denomina gappy data a los datos (fotos, campos) con información incompleta o
con huecos, gaps. Por ello el nombre del método de reparación y filtrado de datos
Gappy-POD que detallamos en 6.2.1.

2Fast Fourier Transform.
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Figura 5.5: Arriba: Imágenes t́ıpicas de una adquisición PIV. Abajo: Primeros
resultados del algoritmo

5.3.4. Dimensiones principales y parámetros del estudio.

Hemos dispuesto nuestro equipo PIV a fin de caracterizar el flujo alrededor de un
cilindro, donde la región de interés es la estela del mismo. Para ello, establecimos
el dominio del flujo en términos de diámetros del cilindro. La Figura 5.6 ilustra las
dimensiones. En la práctica, es dif́ıcil poder evitar la interferencia de los cuerpos
presentes en la sección de prueba con la iluminación. Es por ello que puede adver-
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Figura 5.6: Dimensiones principales del flujo.

tirse en la Figura 5.6, una zona de sombras3. Además debemos considerar que el
algoritmo de estimación tiene más errores en los extremos de las fotos, donde hay
mayor probabilidad de part́ıculas escapadas de la celda de interrogación.
Por otro lado, a la hora de elaborar modelos reducidos, el ajuste de un modelo
es función también de la elección del dominio. En efecto, sabemos que cuan más
complejo es un escurrimiento, serán necesarias más funciones base para describirlo.
Y la complejidad aumenta cuando se agregan regiones a observar.
En consecuencia, el dominio final de los campos de velocidades medidos es algo
menor al ilustrado.
La estela del flujo detrás del cilindro, tiene como frecuencia fundamental la fre-
cuencia de desprendimiento de vórtices. Como se señaló en la Figura 1.5, el número
de Strouhal es la forma adimensional de esta frecuencia. Para determinarlo, lo ha-
cemos en forma indirecta y validamos aśı nuestras medidas PIV. El procedimiento
es el siguiente:

i. Se toma una muestra grande (1000 en nuestro caso) de imágenes del flujo. Se
tiene un primer valor de la velocidad de la corriente libre, mediante promedios
en base a estos datos.

ii. Se realiza la POD del conjunto de datos.

iii. El primer modo temporal fluctuante tiene como máximo en su espectro de
frecuencias a la frecuencia fundamental, en este caso la más energética, del
escurrimiento.

3La imagen, para tener mayor claridad, tiene invertidos sus tonos.
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iv. Suponemos un rango de velocidades alrededor del valor estimado en el primer
paso. Realizamos la adimensionalización de la frecuencia fundamental halla-
da en el paso anterior para este rango. Se obtiene aśı una curva de valores
posibles de Strouhal: St1(Re).

v. Contrastamos la curva St1(Re) con los datos experimentales de la Figura 1.5.
De la intersección de las curvas se obtiene el valor de Strouhal de nuestra
experiencia. Asimismo, se deduce el número de Reynolds correspondiente.

vi. Comparamos este valor con la salida de las medidas PIV.

Este procedimiento, sugerido por Roshko en la determinación de velocidades en el
rango 49 < Re < 180, nos sirvió para determinar con precisión las bajas velocida-
des de nuestro túnel de vientos.

En relación a la frecuencia fundamental, determinamos la cantidad de muestras a
tomar en las experiencias. Para contar con la información de hasta 16 desprendi-
mientos hemos adquirido conjuntos de 1000 imágenes en cada ensayo PIV.

Los 16 desprendimientos aseguraron la convergencia de los valores medios de las
medidas aśı como también la de los modos espaciales. La convergencia puede ex-
presarse en función de la distancia entre 2 funciones, en el caso discreto, de la
distancia entre 2 vectores. Podemos expresar esto último en forma simbólica:

d(ϕ1, ϕ
′
1) = ‖ϕ1 − ϕ′1‖

La distancia del modo ϕ′i calculado con n′ imágenes respecto del modo de referencia
ϕi, calculado a partir de n = 1000 imágenes, se estima a partir de una norma. La
norma euclidiana puede referirse al producto interno

‖ϕ1 − ϕ′1‖2 = (ϕ1 − ϕ′1, ϕ1 − ϕ′1)
1/2

También puede considerarse la norma infinito, ‖x‖∞ = máx |xi|. Como los modos
espaciales son ortonormales, para valorar las diferentes distancias de acuerdo a
la importancia que tienen en el flujo, multiplicamos el valor de la distancia en el
modo ϕi considerado por el autovalor correspondiente λi. El cuadro 5.1 presenta
resultados del ensayo para el flujo alrededor del cilindro sin actuación, a Re=125.

Se verifica la convergencia en distancia con crecientes números de muestras. Gráfi-
camente, en la Figura 5.7 puede mostrarse que la media del escurrimiento, descripta
por el primer modo POD no sufre grandes variaciones:
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N= Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

250 0.640 32.25 32.54 79.41 74.43
500 0.250 20.04 20.16 38.03 38.96
750 0.049 20.02 20.42 9.84 18.001
1000 0 0 0 0 0

Cuadro 5.1: Distancia eucĺıdea (×10−4) en función de las observaciones incluidas.

N= Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

250 210.50 243.48 221.70 120.11 105.72
500 82.32 154.65 139.15 57.53 55.45
750 16.10 153.02 137.37 14.89 25.61
1000 0 0 0 0 0

Cuadro 5.2: Distancia eucĺıdea ponderada (×λi) en función de las observaciones
incluidas.

Figura 5.7: Ĺıneas de corriente del primer modo construido a partir de: a) 250
observaciones (ĺınea roja); b)1000 observaciones (ĺınea azul). Re = 125
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5.4. Actuador mecánico

Hemos utilizado un dispositivo que permite la rotación del cilindro en un rango
de velocidades angulares. Este consiste en un servo motor de corriente continua
con una caracteŕıstica de tensión de 0-15 V que le permite alcanzar velocidades de
hasta 8800 rpm. El motor se acciona con una fuente regulada de tensión variable y
la frecuencia de rotación se determina con una señal de tacómetro. Un sistema de
reducción de 15:1 sirve para poder trabajar con velocidades de rotación cercanas
a las velocidades del escurrimiento.
Las experiencias de control del flujo bajo rotación nos sirven como marco de refe-
rencia para las experiencias con actuación electrohidrodinámica. Como detallare-
mos en la sección siguiente, la acción de control fue diseñada como para producir
un efecto semejante al de la rotación mecánica.

5.5. Actuador electrohidrodinámico

La Figura 5.8 presenta el esquema de los actuadores electrohidrodinámicos mon-
tados sobre la superficie de un cilindro. El cilindro está hecho de polimetil meta-
crilato, que abreviado es llamado PMMA, es un plástico transparente, usado como
material irrompible en reemplazo del cristal. Como mencionamos, el diámetro ex-
terno es de 20 mm. La barrera dieléctrica es el espesor propio del cilindro que es
de 4 mm. Los electrodos son de papel de aluminio y su espesor, exagerado en el
esquema, es del orden de decenas de micrones.
En nuestro estudio, el actuador EHD funciona fundamentalmente como un disposi-
tivo que añade cantidad de movimiento en forma localizada sobre el flujo alrededor
del cilindro. Una sinopsis de la f́ısica de la descarga eléctrica se presentó en la sec-
ción 2.3.1.
En el estudio de Forte et al.[45], se revisan distintos factores que determinan la
eficacia del actuador DBD para inducir un flujo en una placa plana. Éstos son: la
distancia entre los bordes de los electrodos, el ancho de los electrodos, la frecuencia
de la tensión aplicada, la amplitud del voltaje, el material, el espesor de dieléctrico
y la cantidad de electrodos. Asimismo se señala en dicho trabajo, que la intro-
ducción de electrodos adicionales conlleva la aparición de descargas no deseadas.
Podemos apreciar en nuestro esquema (Figura 5.8b) que cada electrodo expuesto
(azul) se halla situado entre dos electrodos bajo el dieléctrico (rojos). La descarga
se diseña para que ocurra entre los electrodos más cercanos pero puede ocurrir
interacción indeseada en el otro sentido. Esto puede ocurrir a partir de una des-
carga espuria sobre el borde más alejado del electrodo superior, y determina una
disminución del flujo inducido. Una solución práctica para evitar este problema es
la adición de material aislante sobre la superficie del electrodo expuesto, alĺı donde
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(a)

(b)

Figura 5.8: Esquema del actuador electrohidrodinámico. (a)Conexiones eléctricas
para generar y medir la descarga DBD. (b) Geometŕıa del actuador.

se desea impedir la descarga improductiva.
En base a estos resultados hemos determinado la configuración óptima en nuestra
experiencia. Añadimos cinta de teflón sobre los electrodos expuestos, sobre el flan-
co que no interesa que tenga descarga.
Para generar la señal de alta tensión sobre el circuito, se dispusieron: en primer
lugar una fuente de corriente continua regulable (0-20 Voltios), un generador de
pulsos, un amplificador de señales y una bobina de ignición de auto como trans-
formador de alta tensión. Un osciloscopio sirvió a la la medición de corriente y
tensión del circuito como se ilustra en la Figura 5.8a. Las condiciones de operación
fueron desde 2 kV hasta 6 kV de entrada y una frecuencia de repetición de pulso
de 7.5KHz.
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Figura 5.9: Relación entre la frecuencia de pulsos y la potencia del actuador.

Hemos aplicado el actuador EHD sobre el flujo base para distintas señales de en-
trada en tensión. Realizamos primeramente una clasificación basada en la potencia
consumida por el actuador en el cuadro 5.3.

entrada DC frecuencia (Hz) Potencia(watts/m2)

8.5 505 3
9.5 562 10.38
10 688 10.84

10.5 729 12.98
11 770 17.48

11.5 813 21.79
12 858 30.72

12.5 887 37.75
13 933 50.34

Cuadro 5.3: Frecuencia y potencia en el actuador EHD.

Para resumir el cuadro anterior, y refiriendo la potencia a la superficie del actuador
según las dimensiones establecidas en 5.3.4, representamos la potencia en función
de la frecuencia del pulso de la señal (Figura 5.9).
La caracteŕıstica tensión-corriente de la descarga corresponde a una señal de pul-
sos. Comprobamos en la práctica y en base a recientes resultados (ver 2.3.4), que
una señal de pulsos como la aqúı presentada excita preferentemente el viento iónico
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en un solo sentido. Para menores valores de potencia eléctrica, pueden conseguirse
los mismos efectos que con una señal sinusoidal.

Figura 5.10: Caracteŕıstica de tensión y corriente del actuador EHD.

En la Figuras 5.10 y 5.11 se resume la caracteŕıstica de tensión y corriente en los
distintos casos que hemos observado en las experiencias. Para tensiones de entrada
crecientes en el circuito de baja tensión, desde 8.5V hasta 13V, la señal de pulsos
toma valores crecientes de picos de tensión, y de frecuencia. Desde un punto de
vista energético, cada caso es identificable en base a la frecuencia de los pulsos y
a la potencia consumida por el dispositivo. La frecuencia de los pulsos la hemos
establecido en base al peŕıodo T , que es el soporte4 del pulso. La potencia N se

4La región del dominio en la cual la función no se anula.

99
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calcula según N = 1
T

∫
T
I(t)V (t)dt.

La tensión y la corriente se relacionan como en un circuito capacitivo, I(t) ∝

C
dV (t)

dt
. Puede observarse que cuando la descarga tiene lugar, aparece dentro de

la señal de corriente, una deformación de la misma con pulsos que poseen una
elevada frecuencia. La descarga aparece, como puede comprobarse en los gráficos,
cuando son superados umbrales de tensión aplicada entre los electrodos. El cambio
mı́nimo que hemos podido detectar es la aparición de descarga cuando se superan
3 kV.
Desde un punto de vista fluidodinámico, el actuador excita en forma prácticamente
estacionaria al flujo pues las frecuencias del fenómeno eléctrico, son mucho mayores
a las asociadas a las fluctuaciones del escurrimiento. Recordando que St ∼ 0,2, la
frecuencia de desprendimiento de vórtices en base a las dimensiones es del orden
del Hz.
La disposición de los electrodos sobre la superficie del cilindro ha sido efectuada
para que el viento iónico producido por la DBD perturbe al flujo en forma seme-
jante al que lo haŕıa una rotación de la superficie del cilindro. Podemos entonces
comparar la acción del dispositivo respecto de la acción mecánica y evaluar su
eficacia.
Dado el carácter no intrusivo de la medición PIV, la técnica resulta ideal en la
determinación de los campos en un flujo con actuadores EHD. En el dominio es-
tablecido, la estela del flujo, son despreciables las fuerzas eléctricas que pudieran
ejercer preferentemente sobre las part́ıculas de humo.

5.6. Análisis convencional de las medidas PIV

5.6.1. Flujo base

Estudiamos primeramente el flujo alrededor de un cilindro a Re=125. Podemos
apreciar una instantánea del escurrimiento en la Figura 5.12.
La misma fue obtenida mediante exposiciones prolongadas del receptor de la cáma-
ra, produciendo trazas en lugar de las part́ıculas que se observan en la Figura 5.5.
Se distingue el desprendimiento alternado de los vórtices de von Karman en forma
similar a la descripta en la Introducción en la Figura 1.4. Una sucesión de imáge-
nes, en la Figura 5.13, ilustra el desprendimiento que observamos.

Con la configuración adoptada tal como se mostró en la Figura 5.6, adquirimos 1000
imágenes sucesivas para procesarlas con PIV. La cantidad de imágenes permite
estimar con precisión el valor medio del campo vectorial del flujo, tal como se
mostró en 5.3.4. Para determinar la velocidad del escurrimiento, hemos utilizado
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Figura 5.11: Caracteŕıstica de tensión y corriente del actuador EHD.(continuación)
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Figura 5.12: Visualización del flujo sin actuación. Re = 125

Figura 5.13: Secuencia de visualización para el flujo sin actuación a Re = 125. Se
identifican los vórtices (azul) a partir de las ĺıneas de emisión generadas por las
trazas de las part́ıculas de humo.
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Figura 5.14: Ĺıneas de corriente. Campo de velocidades medio. Re = 125

el método indirecto descripto en la sección 5.3.4. De acuerdo al dominio definido,
presentamos el campo de velocidades medio, representado por medio de sus ĺıneas
de corriente, correspondiente en la Figura 5.14.

5.6.2. Caracteŕısticas del flujo bajo la rotación mecánica

Se estudió el escurrimiento alrededor del cilindro bajo distintas velocidades de
rotación. Para ello, definimos el parámetro de rotación adimensional

γ =
2πf

RT

D

2

1

U∞

donde f es la frecuencia de rotación del motor, RT = 15 es la relación de transmi-
sión,D el diámetro del cilindro, U∞ la velocidad de corriente libre del experimento..
De acuerdo a esta relación, resumimos los casos estudiados en las experiencias en
el cuadro 5.4.

γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6 γ7 γ8 γ9

1.21 1.42 1.68 1.93 2.18 2.43 2.68 2.93 3.18

Cuadro 5.4: Velocidades de rotación ensayadas.

En las Figuras 5.15 y 5.16 se representan las ĺıneas de corriente que corresponden
a los campos de velocidades medios en los distintos reǵımenes de rotación.
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γ = 1,21 γ = 1,42

γ = 1,68 γ = 1,93

Figura 5.15: Ĺıneas de corriente de los campos de velocidades medios bajo actua-
ción mecánica. Re = 125.

Para el Re = 125, se observa, como es esperable, la circulación progresiva de la
velocidad alrededor del cilindro en el escurrimiento. con el aumento de la velocidad
de rotación. El camino de vórtices de von Karman sufre la rotación de su eje de
simetŕıa. A partir de un valor umbral de γ, cesa el desprendimiento de vórtices en
la estela. En nuestras experiencias, situamos dicho valor entre 1,93 < γ < 2,18. En
la bibliograf́ıa, en las experiencias de Jaminet y Van Atta(1969)[66], aśı como en
el estudio realizado por Stojkovic et al.(2003)[122] los datos para la supresión del
desprendimiento vaŕıan entre 1.90 y 2 para el mismo valor de Reynolds.
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γ = 2,18 γ = 2,43

γ = 2,68 γ = 2,93

γ = 3,18

Figura 5.16: Ĺıneas de corriente de los campos de velocidades medios bajo actua-
ción mecánica. Re = 125 (continuación)
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5.6.3. Caracteŕısticas del flujo bajo el efecto de la actua-
ción EHD

De manera similar que para el escurrimiento base, hemos obtenido instantáneas de
la visualización de los flujos perturbados (Figuras 5.17, 5.18 y 5.19). En base a ello,
detectamos los cambios mı́nimos a partir de la observación del escurrimiento. Para
los primeros casos, Figura 5.17, distinguimos la aceleración producida en la capa
de corte superior del flujo como una traza luminosa (streakline) que se acentúa al
aumentar la tensión. Para valores superiores de tensión, Figura 5.18 observamos la
progresiva reducción y la anulación de la zona de recirculación detrás del cilindro
aśı como la deflección del eje de desprendimiento. Las imágenes de la Figura 5.19
corresponden a flujos libres de desprendimientos en la estela cercana y se comprue-
ba que el aumento de la potencia entregada produce un viento iónico mayor que
deflecta las ĺıneas de corriente de manera más pronunciada. Hemos asimismo con-
ducidos medidas con valores de potencia eléctrica por encima de 50,34watts/m2

pero el resultado es que la velocidad inducida es tan fuerte que los efectos de
proximidad de las paredes del túnel de viento comienzan a ser importantes.

El primer tratamiento de medidas PIV que permite apreciar los cambios fluido-
dinámicos ante la aplicación de EHD, es la obtención de los campos medios cuyas
ĺıneas de corriente se muestran en las Figuras 5.20 y 5.21. Puede observarse que
el actuador el ser activado produce estrechamiento de las ĺıneas de corriente en
la región por encima del eje del cilindro mientras en la región inferior se nota un
ensanchamiento. Esto prueba que la circulación de la velocidad del flujo alrededor
del cuerpo, producida por el viento iónico inducido por la descarga es creciente en
el escurrimiento para potencias mayores.

Se verifica asimismo a lo largo del análisis de los campos medios de las medidas
PIV, que la región de recirculación tiende a disminuir con la potencia. Ocurre
también una modificación del camino de vórtices de von Karman, que ve su eje
formando un ángulo no nulo con la dirección principal del escurrimientos. A medi-
da que se aumenta la potencia del actuador, confirmamos nuestras observaciones
de la visualización del flujo que, a partir de un valor umbral de descarga, se pro-
duce la anulación del desprendimiento alternado de vórtices. Esto ocurre en un
intervalo comprendido entre los valores de 12.98 y 17.48 watts/m2 para el valor
de Re = 125. A partir de 17.48 watts/m2 el escurrimiento es prácticamente libre
de desprendimientos.
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3watts/m2

10,38watts/m2

10,84watts/m2

Figura 5.17: Visualización del flujo bajo actuación EHD. Re = 125
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12,98watts/m2

17,48watts/m2

21,79watts/m2

Figura 5.18: Visualización del flujo bajo actuación EHD.Re = 125
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30,72watts/m2

37,75watts/m2

50,34watts/m2

Figura 5.19: Visualización del flujo bajo actuación EHD.Re = 125
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3 watts/m2 10.38 watts/m2

10.84 watts/m2 12.98 watts/m2

Figura 5.20: Ĺıneas de corriente de los campos de velocidades medios bajo actua-
ción EHD. Re = 125

5.6.4. Comparación del flujo bajo ambos tipos de actua-
ción.

La semejanza con respecto al flujo bajo acción eléctrica es apreciable. Podemos
en primer lugar, establecer el umbral de desprendimiento en uno y otro caso de
actuación. Otra forma simplificada de encontrar analoǵıas entre los escurrimientos
consiste en proyectar ortogonalmente los campos medios de los casos EHD sobre los
casos de rotación mecánica como lo hemos realizado en el trabajo Gronskis et al.
(2006)[54]. Ésta, junto a otra técnica de extensión de bases POD serán estudiadas
en el próximo Caṕıtulo en 6.5.2.

110
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17.48 watts/m2 21.79 watts/m2

30.72 watts/m2 37.75 watts/m2

50.34 watts/m2

Figura 5.21: Ĺıneas de corriente de los campos de velocidades medios bajo actua-
ción EHD, Re = 125 (continuación).
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5.7. Conclusiones

Hemos descripto en este caṕıtulo, el equipo y las técnicas utilizadas en la adquisi-
ción de datos experimentales del flujo alrededor de un cilindro a bajos números de
Reynolds, y del flujo perturbado por la acción electrohidrodinámica y mecánica.
Fueron presentados los fundamentos de la técnica PIV para la determinación de
campos de velocidades instantáneos. Estos campos constituyen las funciones per-
tenecientes al espacio de Hilbert analizadas en el Caṕıtulo 3 que sirven para la
construcción de los modelos reducidos basados en POD.
Por otro lado, hemos realizado las medidas eléctricas que permiten caracterizar los
reǵımenes de trabajo del actuador. Asimismo, hemos estudiado los cambios fluido-
dinámicos generados por el actuador electrohidrodinámico descripto en la sección
5.8 a partir de la visualización y de la estimación de los campos de velocidades
medio de cada flujo.
Paralelamente, hemos presentado resultados para el estudio de la acción de una ro-
tación mecánica sobre el flujo. La observación de los campos de velocidades medios
permite trazar analoǵıas entre los escurrimientos, tal como fue nuestra intención
al realizar el diseño del actuador EHD.
Por último, la aplicación de la teoŕıa de modelos reducidos, nos permitirá el em-
pleo de una técnica de optimización. Analizaremos en este contexto, la actuación
desarrollada para el flujo con rotación mecánica, y su relación con el flujo bajo
actuación EHD.
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Caṕıtulo 6

Modelos reducidos a partir de
datos experimentales

6.1. Introducción

A continuación, exponemos distintas aplicaciones que surgen con un adecuado post
tratamiento de los los primeros resultados de las experiencias. Por empezar, se pre-
senta una técnica de filtrado de imágenes PIV basada en POD. Las imágenes del
flujo base y el flujo actuado han sido procesadas según esta técnica.
Se estudia, luego, la capacidad de los modelos reducidos de reconstruir los escurri-
mientos que corresponden al flujo base y al actuador. A partir del método POD
Asimilación, puede eliminarse parte del ruido experimental de los campos de velo-
cidades medidos y, además, se consigue la determinación de campos entre los ins-
tantes dato. Por otra parte, el planteo de los modelos reducidos POD-Asimilación
permiten conocer predicciones a largo plazo de las estructuras más energéticas de
los flujos.
A fin de identificar la acción de control en el flujo, se desarrolla un método basado
en la descomposición POD que logra extraer una función espacial de control a par-
tir de los datos del flujo base y los del flujo bajo actuación. Es posible, por lo tanto,
emplear una técnica que permite optimizar caracteŕısticas del escurrimiento, par-
ticularmente la disipación vinculada a las fluctuaciones de la velocidad, respecto
del gasto energético que significa el control.
Se realiza por último una comparación entre la acción mecánica y la acción elec-
trohidrodinámica. En este sentido, se analizan los cambios fluidodinámicos intro-
ducidos por la acción del actuador mecánico.
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6.2. Aplicaciones de los modelos reducidos al fil-

trado.

6.2.1. Filtrado de datos Gappy-POD

La técnica fue adaptada a partir de un trabajo de Everson y Sirovich [38] so-
bre la aplicación de POD sobre imágenes fotográficas incompletas. Asimismo,
Willcox[139] se sirvió del planteo para simular sensores y para estimar flujos no
estacionarios. Gunes et al.[55] realizaron una comparación con una técnica de in-
terpolación de datos, denominada Krig interpolation.
Aplicamos los fundamentos teóricos desarrollados por estos autores en el proce-
samiento de datos PIV. Pensamos que este es un aporte útil a la mecánica de
fluidos experimental pues reemplaza filtrados convencionales basados en informa-
ción de una sola imagen, donde sólo las celdas adyacentes a la errónea sirven a la
reparación del dato. Por el contrario, con el filtrado Gappy-POD, se aprovecha la
información estad́ıstica de todo un gran conjunto de instantáneas.
Dado un conjunto de instantáneas que, en un conjunto discreto de puntos, poseen
valores que son incorrectos bajo un criterio f́ısico de selección, es posible reconstruir
dichos puntos utilizando una base POD de las instantáneas. En principio, podemos
aplicar lo anterior a fotograf́ıas o bien a campos de velocidades, de vorticidad, etc.
Es necesario tener una base espacial POD y, de la proyección de la instantánea
sobre dicha base, se obtienen los coeficientes temporales correspondientes. La pro-
yección se efectúa solamente en el conjunto de puntos confiables de la instantánea.
Una vez obtenidos los coeficientes temporales, se procede a reemplazar en los pun-
tos faltantes la reconstrucción con POD.
El procedimiento es sencillo cuando disponemos a priori la base POD para el
fenómeno que observamos. Si para construir la base sólo disponemos de datos in-
completos, la técnica es iterativa y se describe a continuación.

Como fuera observado en la Figura 5.5, puede suceder que la primera salida del al-
goritmo PIV presente errores experimentales que deben ser corregidos. Los errores
son detectables en base a distintos criterios:

El máximo/mı́nimo valor absoluto que puede alcanzar el vector velocidad en
un punto.

El máximo/mı́nimo valor absoluto que puede alcanzar la vorticidad en un
punto.

La relación de señal a ruido, es decir la razón entre la enerǵıa del pico de
correlación del algoritmo PIV y la enerǵıa del ruido de fondo.
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El primer paso a realizar es la creación de un conjunto de matrices máscara,
m(xi, tk), correspondientes al dominio espacial (xi) en cada uno de los tiempos
observados tk. El criterio determina que1

m(x, tk)) =

{
0 si u(x, tk) es un valor erróneo o faltante.

1 si u(x, tk) es un valor correcto.
(6.1)

Establecemos que las coordenadas (x, ti) cuyos datos son correctos, pertenecen a
un conjunto S. Por otro lado, llamamos a los campos de velocidades con huecos
ũ(x, tk). En términos de los campos completos y las matrices máscaras, se tiene:

ũ(x, ti) = m(x, ti)u(x, ti).

Para computar el promedio temporal de ũ(x, ti), sólo consideramos que intervienen
los valores correctos (x, ti) ∈ S,

ũm(x) = 〈ũ(x, ti)〉 =
1∑

m(x, ti)

∑
i

m(x, ti)u(x, ti).

Entonces, una primera corrección de los datos erróneos se consigue reemplazando
los valores erróneos o faltantes por el promedio temporal en la respectiva posición
x. Los valores confiables, de coordenadas (x, ti) ∈ S permanecen sin cambios, para
ellos ũ(0)(x, ti) = u(x, ti). por otro lado, para cada (x, ti) 6∈ S

ũ(0)(x, ti) = ũm(x).

Donde el supráındice en la variable u indica el número de iteración de la corrección.
Puede realizarse, tras esta primera corrección, una descomposición POD en todo
el dominio espacial del campo ũ(0) que provee los modos espaciales y temporales
φ(0)(x) = {φ(0)

k (x), k = 1, . . . ,M} y a(0)(ti) = {a(0)
k (ti), k = 1 . . . ,M}.

La siguiente corrección sobre los datos (x, ti 6∈ S, ũ(1)(x, ti), se obtiene mediante la
aproximación de cada elemento correcto del conjunto original, {ũ(x, ti), ∀(x, ti) ∈
S}, mediante una superposición de M funciones base φ

(0)
k (x):

ũ(x, ti) =
M∑
k=1

a
(1)
k (ti)φ

(0)
k (x) ∀(x, ti) ∈ S,

(
φ

(0)
j , ũ(x, ti)

)
=

(
φ

(0)
j ,

M∑
k=1

a
(1)
k (ti)φ

(0)
k (x)

)
1Para simplificar la notación consideramos al campo de velocidades u(x, t) ≡ ~u(x, y, t).
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Sabiendo que las φk forman un conjunto ortonormal, podemos escribir:

a
(1)
j (ti) =

(
φ

(0)
j , ũ(x, ti)

)
∀j = 1 . . .M ;∀(x, ti) ∈ S (6.2)

Quedan entonces determinados los valores de a
(1)
j (ti) que mejor aproximan a la

instantánea i en los puntos del dominio (x, ti) ∈ S. A partir del conjunto de modos
temporales a(1)(ti) y las funciones base φ(0)(x) se calcula para todo el dominio el
conjunto de valores de velocidad actualizado de la siguiente forma:

ũ(1)(x, ti) =
M∑
k=1

a
(1)
k (ti)φ

(0)
k (x) ∀(x, ti) ∈ S

ũ(1)(x, ti) = u(x, ti) ∀(x, ti) ∈ S

Estamos en condiciones de realizar una nueva descomposición POD. El proceso es
repetido en forma iterativa hasta alcanzar un criterio de convergencia. Adoptamos
en la práctica2 en la iteración n, ‖un − un−1‖∞ < ε. Hemos publicado en [29], el
método aśı como las aplicaciones que presentamos a continuación.

6.2.2. Filtrado por asimilación

Además de utilizar información estad́ıstica, como resulta al aplicar el método
Gappy-POD, la técnica de asimilación de datos permite mejorar el filtrado corri-
giendo la información, especialemente problemas de continuidad, mediante el mo-
delo f́ısico que representan las ecuaciones de asimilación (4.24).
Recordando el desarrollo de la sección 4.5, disponemos de un sistema que permi-
te reducir los ruidos de observaciones experimentales a partir del planteo de un
sistema de ecuaciones diferenciales recursivas. Para ello, construimos un modelo
reducido con los modos extráıdos mediante POD. Dicho modelo responde a la
ecuación (4.21) y ésta es, en principio, inestable por los problemas de cierre men-
cionados en la sección 4.3.1. En 4.5 hemos señalado como podemos asimilar los
datos haciendo uso de una solución pista amortiguada.

6.3. Resultados de las experiencias de filtrado

6.3.1. Caso del flujo base

Las instantáneas PIV pueden evaluarse en función de los campos de vorticidad, ya
que podemos evaluar más claramente la calidad de las medidas. En efecto, el error

2La norma infinito, para el vector x = (x1 . . . xn), se define según ‖x‖∞ = máx
i
|xi|.
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numérico debido al cálculo de las derivadas espaciales de los campos de velocidades
PIV hace que el resultado de vorticidad sea más sensible ante la falta de precisión
de la salida PIV sin filtrado.

Puede verificarse la eficacia del algoritmo de filtrado propuesto en 6.2.1, compa-
rando la misma instantánea del escurrimiento para el caso PIV sin filtrar, filtrado
Gappy-POD y Asimilación, como se muestra en la Figura 6.1. En la Figura 6.1(a),
se advierten las imprecisiones de la primera salida PIV, cuyas causas hemos enu-
merado en 5.3.3. El resultado del filtrado Gappy-POD se aprecia en 6.1(b). La
corrección de los campos se traduce en una distribución más ”limpia”de la vorti-
cidad. Se observan menos discontinuidades espaciales del campo de vorticidad a
diferencia del caso anterior. En la Figura 6.1(c) se observa la reconstrucción del
campo luego de aplicar la asimilación sobre un modelo a partir de la media tem-
poral y 6 modos POD, que representan el 99% de la enerǵıa total del flujo.
Sobre la imagen del flujo tratado con asimilación pueden observarse aún menos dis-
continuidades espaciales de la vorticidad. Asimismo, las discontinuades temporales
son reducidas con el método. Por lo tanto, al analizar una serie de imágenes en el
tiempo, no se observan discontinuidades o ”saltos”de vórtices en su desplazamiento
y la difusión es más suave que en el caso en que los datos son tratados únicamente
con filtrado Gappy-POD. Puede comprobarse este efecto en la secuencia de imáge-
nes presentadas en la Figura 6.2. Se muestran alĺı 6 campos, correspondientes al
filtrado Gappy-POD(a) y al resultado asimilado(b) respectivamente, cuya separa-

ción en el tiempo corresponde al tiempo de adquisición de imágenes
dtU

D
= 0,0962.

Entre los mismos se distingue el caso (b) que tiene una mejor solución de conti-
nuidad.

Puede observarse también esta mejora sobre los modos temporales, que pierden
parte de su ruido con la asimilación. Es la superposición de los modos temporales
libres de ruido la que permite corregir eficazmente las zonas con datos erróneos.

6.3.2. Filtrados para el flujo con rotación mecánica y con
actuación EHD

La técnica la aplicamos también sobre los flujos actuados. Podemos observar en la
Figura 6.3 las mejoras sucesivas sobre las medidas correspondientes al flujo bajo
rotación mecánica a γ = 1,42.
De igual forma, se presentan las medidas obtenidas bajo actuación EHD a una
frecuencia de actuación de 729 Hz en la Figura 6.4. En este caso, la instantánea
muestra también desprendimiento de vórtices aunque se observan estructuras más
finas y posiblemente tridimensionales. La diferencia respecto de los casos anterio-
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(a)

(b)

(c)

Figura 6.1: Campo de vorticidad instantáneo del flujo base. (a) Datos de salida
PIV sin filtrado, (b) filtrados con POD . (c) Datos de la asimilación sobre la salida
PIV.
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(a)

(b)

Figura 6.2: Secuencias de campos de vorticidad instantánea para el flujo alrededor
de un cilindro a Re = 125. (a) Filtrado Gappy POD. (b) Filtrado y asimilación de
datos.
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res puede atribuirse al hecho de que la acción de la descarga no es perfectamen-
te uniforme como para asegurar la completa similitud con el flujo bajo rotación
mecánica.

6.4. Aplicación de modelos reducidos en la esti-

mación de flujos fuera de los instantes datos.

La construcción de modelos reducidos con datos provenientes de PIV es de gran
interés pues permite la combinación del trabajo experimental y teórico en pro-
blemas de aplicación en ingenieŕıa. Las limitaciones de los métodos basados en
POD, principalmente problemas de cierre de los sistemas de ecuaciones, ya fueron
expuestas en el Caṕıtulo 4 y resultas con el planteo de la Asimilación (4.5 y la
identificación polinomial de sistemas (4.4).
Basándonos en el modelo de asimilación de datos e identificación polinomial, hemos
aplicado nuestras herramientas al conjunto de datos experimentales. Distinguimos
entre éstos los casos caracterizados por el desprendimiento de vórtices y aquellos
en los cuales el desprendimiento se anula debido a la acción de control y resulta,
por ende, prácticamente estacionario en sentido estricto3.

6.4.1. Estimaciones para el flujo base

El conjunto de datos PIV filtrado para el flujo alrededor del cilindro se estudia de
acuerdo al modelo establecido en 4.5.3. En la Figura 6.1(c) hab́ıamos presentado
una instantánea de la vorticidad del flujo que resulta de la asimilación. Hemos
empleado en este primer caso la descomposición del flujo en su media temporal,
que se confunde con el primer modo POD, y los siguientes 4 modos, asociados a
las fluctuaciones. En estos 4 modos fluctuantes del flujo se concentra el 92,2% de
la enerǵıa cinética fluctuante total del mismo representada en la Figura 6.5. La
retención de sólo 4 modos nos asegura la convergencia en la solución del modelo
reducido.

Los modos espaciales pueden ser considerados como pares (ϕ1, ϕ2), (ϕ3, ϕ4), etc.
con propiedades de simetŕıa alternadas. Los dos modos de cada par contienen
aproximadamente la misma enerǵıa cinética. Representamos gráficamente los mo-
dos espaciales en la Figura 6.6. Se observa que en forma creciente con el número
de modos, se logran detallar estructuras más finas del escurrimiento. El tamaño
de las celdas de cálculo de PIV limita la información que podemos disponer del
flujo. No obstante, en este caso, con sólo 4 modos logramos una reconstrucción que

3No vaŕıa con el tiempo. El escurrimiento puede ser descripto con una sola instantánea.
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(a)

(b)

(c)

un

Figura 6.3: Campo de vorticidad instantáneo del flujo actuado por rotación, γ =
1, 42. (a) Datos de salida PIV sin filtrado, (b) filtrados con POD . (c) Datos de la
asimilación sobre la salida PIV.

121
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(a)

(b)

(c)

Figura 6.4: Campo de vorticidad instantáneo del flujo alrededor de un cilindro
a Re = 125, actuado mediante EHD, f = 729Hz. (a) Datos de salida PIV sin
filtrado, (b) filtrados con POD . (c) Datos de la asimilación sobre la salida PIV.
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Figura 6.5: Enerǵıa cinética fluctuante acumulada.

reproduce la convección y la difusión de vórtices caracteŕısticos del escurrimiento
en la estela, además de concentrar casi la totalidad de la enerǵıa cinética del flu-
jo original. Escalas menores de vórtices comienzan a ser relevantes en reǵımenes
donde comienza el fenómeno de transición a la turbulencia en la estela.
Como hemos establecido en el Caṕıtulo 4, las funciones temporales ai(t) asociadas
a cada modo espacial ϕi(x) conforman las variables de estado del sistema dinámico
de la ecuación (4.21).

dak(t)

dt
= ik +

s∑
i=1

likai +
s∑
i=1

s∑
j=i

aicijkaj k = 1 · · · 4

La información sobre los modos temporales y sus derivadas constituyen el paso ini-
cial para la formulación del modelo según el planteo de identificación polinomial
4.4. La cercańıa en el tiempo de imágenes sucesivas posibilita la determinación de
las derivadas temporales ȧi(t). Del sistema 4.23 obtenemos las matrices de coe-
ficientes para la ecuación (4.21) con la información de 17 desprendimientos de
vórtices.
El paso temporal necesario para el cálculo puede estimarse mediante análisis di-
mensional. Es posible demostrar que la ecuación (4.21) es estable cuando sólo se
consideran los efectos de difusión del flujo. La inestabilidad numérica de la ecuación
se debe fundamentalmente a los términos convectivos. Por ello, para garantizar un
adecuado paso temporal para la convección, estudiamos una forma simplificada de
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6.4. APLICACIÓN DE MODELOS REDUCIDOS EN LA ESTIMACIÓN DE FLUJOS FUERA DE LOS
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(a) ϕ1 (b) ϕ2

(c) ϕ3 (d) ϕ4

Figura 6.6: Primeros 4 modos fluctuantes de la descomposición POD del campo
de velocidades del flujo alrededor del cilindro. Las ĺıneas de corriente definen la
dirección y sentido y los niveles la norma en cada caso.
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(a)

(b)

(c)
Figura 6.7: Primer modo temporal fluctuante del flujo alrededor de un cilindro a
Re=125. (a) Comparación entre los datos (śımbolos) y la primera curva de solu-
ción amortiguada (sólida). (b) Comparación entre los datos (śımbolos) y la curva
asimilada. (c) Comparación entre los datos (śımbolos) y la solución de la ecuación
diferencial(ODE) a partir de la asimilación.
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la ecuación de Navier Stokes (4.7):

∂u

∂t
+
∂u

dx
u ∼ 0 (6.3)

De donde, asimilando la velocidad u a la velocidad de la corriente libre U y la
coordenada x al paso de la grilla en el escurrimiento dx, resulta el tiempo ca-

racteŕıstico: tc ∼ dt ∼ dx

U
. En forma adimensional, U = 1, d̃x = dx/D, luego

t̃c ∼ dx/D. Entonces, en la resolución de la ecuación diferencial, trabajamos con
pasos de tiempo del orden de la décima de este valor. Utilizamos para ello un
algoritmo de resolución Runge-Kutta 4.

Realizando una primera prueba para 4 modos, observamos que el sistema (4.21)
diverge para tiempos del orden de la mitad, o menores, del tiempo de un despren-
dimiento. Para poder resolver utilizamos entonces, un valor adicional de viscosidad
artificial sobre los términos lineales viscosos representados en el primer término de
la expresión (4.18).

lik = (ν + νik)

∫
Ω

∇2φkφidx

Se emplea particularmente un valor de viscosidad νik que es función creciente
con respecto al número del modo considerado. T́ıpicamente en nuestros cálculos
ν11 ∼ ,25ν, ν12 = ν21 ∼ ,5ν, ν22 ∼ 1ν. Como consecuencia del agregado de esta
viscosidad artificial, el sistema tiene un comportamiento amortiguado, cuya curva
caracteŕıstica se muestra en la Figura 6.7(a). La evolución tiende hacia un punto
fijo del espacio de las fases como se ilustra en la Figura 6.8(a).
Dado entonces que se logra una solución acotada para a(t), nos servimos de ella
como solución pista para el método de asimilación de datos, desarrollado en 4.5.
El resultado es la curva de asimilación de la Figura 6.7(b) en el espacio temporal
y en la Figura 6.7(b) en el espacio de las fases.

A fin de obtener el modelo reducido, se realiza identificación polinomial sobre la
solución asimilada. Se recuperan aśı nuevos coeficientes matriciales para el sistema
dinámico. La ecuación tiene una solución acotada estable que se dibuja en la Figura
6.7(c) y, en el espacio de las fases, en la Figura 6.8(c). Se verifica que la solución
”pasa”por los puntos datos, es decir, se encuentra en un subespacio del espacio de
fases incluido en el subespacio de los datos. Se cumple que la trayectoria descripta
en la Figura 6.8(c) corresponde a un sistema de tipo ciclo ĺımite, caracteŕıstico del
régimen de desprendimiento de vórtices de von Karman. Es importante destacar
que la curva de la Figura 6.7(c) permite reconstruir el escurrimiento en los puntos
dato y en cualquier instante comprendido en el intervalo entre ellos, donde no
existe información a priori alguna.
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(a)

(b)

(c)

Figura 6.8: Para el flujo alrededor de un cilindro a Re=125. Trayectorias de los pri-
meros dos modos temporales (izquierda). Trayectorias de los primeros tres modos
temporales (derecha). (a) La solución pista (sólida) corresponde al amortigua-
miento del sistema. Inicialmente, hay correspondencia con las 1000 observaciones
(śımbolo). (b) La asimilación corrige la solución pista. (c) La solución de la ecua-
ción diferencial(ODE) a partir del resultado POD-Asimilación.
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Siempre que se pueda disponer de los modos temporales a(t) y de su derivada ȧ(t),
es posible el planteo de identificación polinomial. Perret et al. [95] proponen el
empleo de 3 observaciones muy cercanas en el tiempo para poder contar con esta
información, y un muestreo a menor frecuencia para garantizar la ergodicidad del
conjunto (a(t), ȧ(t). En nuestro caso este planteo no es necesario por la proximidad
que existe en nuestras medidas garantiza la estimación de la derivada y el tiempo
de adquisición. En [29] introducimos la técnica de asimilación como mejora del
método.

6.4.2. Modelo Reducido del flujo actuado

Actuación mecánica

En forma similar al caso del flujo base, a partir de 1000 observaciones construimos
el modelo reducido para cada uno de los flujos actuados bajo rotación mecánica
donde se observan desprendimientos de vórtices. En la construcción empleamos 4
modos que concentran el 86% de la enerǵıa cinética fluctuante. Los modos tempo-
rales son los coeficientes temporales que resultan de la proyección del flujo sobre
cada modo espacial. El modelo reducido resultante es idéntico al establecido en
la ecuación (4.21). La Figura 6.9(a) muestra al primer modo temporal, los datos
que provienen de las medidas correspondientes al flujo bajo γ = 1,42 aśı como la
solución de la ecuación diferencial luego de aplicar la asimilación. En la Figura
6.9(b) se observa el diagrama de fases correspondiente. Estos resultados muestran
también un ciclo ĺımite que se establece para describir la dinámica de desprendi-
miento de vórtices. Podemos distinguir que la amplitud del primer modo temporal,
es menor que la del correspondiente modo del flujo sin actuación. El modelo repro-
duce la atenuación de la intensidad de las fluctuaciones de la velocidad asociada a
los vórtices cuando el cilindro rota.

Actuador EHD

Distintos conjuntos de 1000 observaciones del flujo bajo el actuador EHD se anali-
zaron bajo el mismo método para construir modelos reducidos. En el dominio del
flujo, la magnitud de las fuerzas eléctricas sobre las part́ıculas es muy pequeña fren-
te a otros efectos. Observamos entonces directamente los efectos fluidodinámicos
producidos en la estela por fuerzas eléctricas mayormente concentradas en torno
a la pared del cilindro. Es por ello que la ecuación a proyectar en la base POD es
la misma que (4.21).
Del cuadro 5.5, trabajamos con los primeros 4 casos, en los que se produce des-
prendimiento de vórtices. En los restantes casos, comprobamos que el flujo es
estacionario en sentido estricto.
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(a) (b)

Figura 6.9: Para el flujo actuado bajo rotación a γ = 1,42. alrededor de un cilindro
a Re=125. Se comparan los datos y la solución de la ecuación diferencial tras la
asimilación. (a) Trayectoria del primer modo temporal y (b) diagrama de fases de
los tres primeros modos temporales.

El tratamiento mediante POD-Asimilación proporciona, como en el flujo base,
una solución de la ecuación diferencial (4.21) para los modos temporales del es-
currimiento. Analizando el caso donde la descarga eléctrica tiene asociada una
frecuencia de 729 Hz, disponemos de los modos espaciales que se presentan en la
Figura 6.10. A diferencia del caso base, los modos fluctuantes presentan una asi-
metŕıa que pone en evidencia que el desprendimiento de vórtices posee un eje de
simetŕıa rotado a causa de la actuación (Figuras 6.10(a), 6.10(b)). La asimetŕıa del
modo de la Figura 6.10(c) aparece como manifestación de efectos de cizallamiento
inducidos por la aceleración del flujo en la capa de corte superior. Asimismo, la
concentración de enerǵıa en los primeros 4 modos es 81.6%. Esto se explica en
parte debido a la aparición de estructuras más finas y posiblemente tridimensiona-
les en relación con un mayor grado de turbulencia que introduce el actuador como
vimos en la Figura 6.4.

El comportamiento de los modos temporales se resume en las Figuras 6.11(a) y
6.11(b). En la primera de ellas, el algoritmo de asimilación permite reducir el ruido
de las medidas actuando como filtro de los datos. En la segunda, como consecuencia
de plantear la ecuación diferencial y resultar ésta de solución estable, se logra seguir
la trayectoria de las medidas, y dar información en los instantes intermedios de los
datos y para estimar el flujo para tiempos prolongados más allá de la adquisición.
Los diagramas de fase que se presentan en la Figura 6.12 también son ciclos ĺımite
que conservan una trayectoria similar a la del caso del flujo base. Comprobamos
asimismo que la solución es más sensible a la condición inicial con la que se resuelve
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6.4. APLICACIÓN DE MODELOS REDUCIDOS EN LA ESTIMACIÓN DE FLUJOS FUERA DE LOS
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(a) ϕ1 (b) ϕ2

(c) ϕ3 (d) ϕ4

Figura 6.10: Primeros 4 modos fluctuantes de la descomposición POD del campo
de velocidades del flujo para actuación a 729 Hz. Las ĺıneas de corriente definen la
dirección y sentido y los niveles la norma en cada caso.

el sistema, y que en el largo plazo la trayectoria se desv́ıa más rápidamente del
espacio de las fases de los puntos dato que para el caso del flujo base.
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(a)

(b)

Figura 6.11: Primer modo temporal fluctuante del flujo alrededor de un cilindro
a Re=125, actuado EHD f=729 Hz. (a) Comparación entre los datos (śımbolos) y
la curva asimilada. (b) Comparación entre los datos (śımbolos) y la solución de la
ecuación diferencial(ODE) a partir de la asimilación.

6.5. Estimación de los efectos de la actuación so-

bre el flujo base.

6.5.1. Función de control

En anteriores trabajos, Graham et al.[52](1997) y más recientemente Bergmann et
al.(2005)[11], realizan un planteo para la obtención de una función de control sobre
el problema del flujo alrededor de un cilindro que oscila. Para ello, hacen uso de
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(a)

(b)

Figura 6.12: Para el flujo alrededor de un cilindro a Re = 125, actuado EHD a
729 Hz . (a) La asimilación de la solución pista. (b) La solución de la ecuación
diferencial(ODE) a partir del resultado POD-Asimilación.
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condiciones de borde sobre la superficie del cilindro de acuerdo a la velocidad de
rotación de la actuación. Ambos trabajos se aplican a datos de elementos finitos,
cuyas grillas de resolución incluyen al cilindro en el dominio y se refinan en el
entorno de su superficie. Dado que los modos espaciales heredan las condiciones
de contorno del flujo original, como fue demostrado en 3.2.1, puede asegurarse que
restada la función de control de rotación del escurrimiento, ésta función resulta
ortogonal al resto de los modos espaciales. Este comportamiento tiene utilidad al
realizar la proyección de Galerkin pues hace posible la inclusión de un modo de
control en forma separada de los modos del flujo.
A partir de datos de PIV con la precisión de grilla que disponemos, no es posible
realizar el esquema de la función de control bajo las mismas hipótesis. La falta de
datos cerca del cilindro, debido a reflexiones y sombras no hace posible la inclusión
del cuerpo en el dominio. No obstante, hemos desarrollado un método para extraer
la función de control empleando solamente observaciones en la estela. Como una
extensión de la generación de bases con POD, proponemos la creación de una base
POD del escurrimiento prototipo que incluye las sucesivas perturbaciones sobre el
mismo. Nos hemos basado, para su construcción, en la formulación de la inclusión
del modo cero (o de base) en el flujo alrededor de un cilindro mencionada en la
sección 4.2.2. El esquema es el siguiente:

i. Considerando el flujo sin acciones de control, construimos el modelo reduci-
do con sus 5 primeros modos, que contienen el 92% de enerǵıa. Realizamos
la descomposición incluyendo el campo medio que consituye el primer mo-
do POD, cuya función temporal a1(t) es prácticamente una constante. Los
restantes modos fluctuantes permiten reproducir el flujo de acuerdo a lo es-
tudiado en secciones anteriores. Llamamos a este conjunto Φ0 = {ϕ1 . . . ϕ5}.

ii. Analizamos un segundo escurrimiento, que corresponde a una primera per-
turbación del flujo inicial, en nuestros datos, una rotación mecánica, γ1 =
1,13. Proyectamos este flujo sobre Φ0 de acuerdo a (3.1). Surgen coeficientes
temporales del flujo sobre estas funciones que distinguimos de los ak(t) del
flujo inicial. Llamamos aij(t) a la proyección del campo u del flujo asociado
a la perturbación γi sobre la función ϕj. La magnitud

µij =
N∑
j=1

〈aijaij〉

es una medida de la enerǵıa cinética contenida en la proyección del flujo
perturbado γi sobre el modo j. El subespacio ortogonal a Φ0 , Φ⊥

0 , con-
tiene las estructuras fluidodinámicas introducidas por las perturbación γ1.
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Realizamos POD sobre este subespacio. Por razones prácticas, en vista del
contenido energético restante en el flujo sobre el subespacio Φ1, retenemos 3
funciones y definimos: Φ1 = {ϕ6 . . . ϕ8} ∼ Φ⊥

0 .

iii. El procedimiento es continuado sobre los restantes casos, proyectando sobre
la unión de los subespacios generados, y surgen sucesivamente4:

Φ2 ={ϕ9 . . . ϕ11} ∼ (Φ1 ⊕ Φ0)
⊥

Φ3 ={ϕ12 . . . ϕ14} ∼ (Φ2 ⊕ Φ1 ⊕ Φ0)
⊥

Φ4 = . . .

La descomposición POD del subespacio ortogonal restante tiene sentido en
los casos en los que se observan fluctuaciones de los campos de velocidades,
asociadas a los desprendimientos de vórtices. A partir de casos estacionarios
en sentido estricto, un sólo modo ortogonal basta para la descripción. En
nuestro caso práctico, esto ocurre para valores de γ ≥ 2,18.

iv. Se consigue una nueva base que sirve para describir todos los casos de ac-
tuación en el escurrimiento. Es posible realizar un ordenamiento para cada
caso γj de los modos ϕi de acuerdo al nivel de enerǵıa cinética µij contenido.
El resultado se resume en el cuadro 6.1. Como complemento, en el cuadro
6.2 se aprecia el contenido energético sobre los escurrimientos de cada uno
de los modos señalados en el cuadro 6.1.
Se observa que en todos los casos, la proyección sobre el primer modo es
máxima frente a otras funciones. Aparece para los casos actuados como se-
gundo modo energético el modo 6 cuya descripción espacial se presenta en
la Figura 6.13. Este modo es el primer modo del subespacio Φ1 y es el que
designaremos en lo sucesivo como modo de control, ϕc. Los únicos casos en
que no se produce lo anterior son aquellos donde γ0 = 0 y γ9 = 3,18.

Naturalmente, para γ0 = 0 la descomposición POD original determina su
segundo modo energético. Para γ9 = 3,18 inferimos que el estado de pertur-
bación se aleja de la primera perturbación γ1 = 1,21, de donde se extrae ϕc.
No obstante, su segundo modo energético, el 9, contiene aproximadamente
un porcentaje de enerǵıa cinética similar al del modo 6 (que ocupa la tercera
posición) tal como puede verificarse en el cuadro 6.2.

4La suma de dos subespacios vectoriales U y V , por ejemplo), pertenecientes al mismo espacio
vectorial (W por ejemplo), se llama suma directa ⊕, si es única la expresión de cada vector de la
suma como un vector de U y otro de V . La suma de dos subespacios cuya intersección es {0}, es
siempre directa (a no ser que los subespacios sean suplementarios), es decir: U ⊕V ⇐⇒ S ∩T =
{0}.
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γj
γ0 γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6 γ7 γ8 γ9

1o modo energético 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2o modo energético 2 6 6 6 6 6 6 6 6 9
3o modo energético 3 2 9 12 9 9 9 9 9 6
4o modo energético 4 3 7 7 15 15 15 15 15 15
5o modo energético 5 7 8 9 14 18 18 19 19 19
6o modo energético 12 8 2 8 12 4 19 18 18 18

Cuadro 6.1: Base POD extendida a casos de actuación. Se presentan los 6 primeros
modos más energéticos para cada uno de los escurrimientos.

γ0 γ1 γ2 γ3 γ4 γ5

1o modo energético 94,42% 89,57% 89,81% 87,63% 86,75% 86,29%
2o modo energético 2,11% 6,33% 6,51% 8,99% 9,99% 8,12%
3o modo energético 2,00% 0,86% 0,87% 0,49% 1,13% 3,84%
4o modo energético 0,65% 0,78% 0,57% 0,47% 0,54% 1,00%
5o modo energético 0,60% 0,74% 0,48% 0,44% 0,21% 0,54%
6o modo energético 0,02% 0,67% 0,42% 0,41% 0,21% 0,10%
Total 99,80% 98,95% 98,66% 98,43% 98,82% 99,88%

γ6 γ7 γ8 γ9

1o modo energético 84,12% 81,19% 79,64% 77,65%
2o modo energético 8,04% 7,95% 7,18% 6,80%
3o modo energético 4,71% 5,85% 6,33% 6,19%
4o modo energético 1,69% 2,28% 2,68% 3,25%
5o modo energético 0,76% 0,93% 1,55% 2,47%
6o modo energético 0,32% 0,90% 1,10% 0,98%
Total 99,63% 99,10% 98,47% 97,35%

Cuadro 6.2: Contenido energético de cada escurrimiento sobre la base POD exten-
dida.

En todos los casos con rotación, el modo temporal asociado a φc es prácti-
camente una constante. Es decir:∫

Ω

u(x, t)ϕc(x)dx ∼ cte

Observamos que el valor µi6 vinculado a de dicho modo vaŕıa linealmente
con respecto a γ durante los reǵımenes de desprendimiento, como muestra
la Figura 6.14.
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Figura 6.13: Modo de control espacial extráıdo mediante la base POD extendida.

Figura 6.14: Nivel de enerǵıa cinética contenido en el modo de control en los 4
casos de flujo actuado con desprendimiento.
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En suma, obtenemos una función de control, que llamamos ϕc(x), a partir del de-
sarrollo de una base extendida POD en el flujo alrededor de un cilindro y sucesivas
velocidades de rotación γ. La ortogonalidad de esta función respecto a la base
POD conduce, en los casos señalados, al siguiente desarrollo de la velocidad del
flujo:

u(x, t) = u0 + Cγγϕc +
s∑
i=1

ai(t)ϕi(x) (6.4)

donde u0 representa el flujo medio de cada escurrimiento proyectado sobre el sub-
espacio ortogonal a ϕc y Cγ es una constante de proporcionalidad.
Sustituyendo esta ecuación en la proyección de Galerkin (4.13), se obtiene el si-
guiente sistema:

dai
dt

= ii +
s∑
j=1

lijaj +
s∑
j=1

s∑
k=1

cijkajak + di
dγ

dt
+ (ei +

s∑
j=1

fijaj)γ + giγ
2 (6.5)

Los coeficientes di , ei , fij y gi pueden ser determinados nuevamente utilizando

identificación polinomial y Asimilación. Particularmente, cuando el cilindro rota a

una velocidad constante, como es el caso de nuestras experiencias,
dγ

dt
= 0.

6.5.2. Analoǵıas entre la rotación mecánica y la actuación
EHD

A partir del diseño del actuador y de observaciones del comportamiento del flujo
actuado con EHD, podemos suponer que este flujo es semejante al flujo bajo rota-
ción mecánica. Es de gran interés práctico lograr establecer la analoǵıa pues existe
una bibliograf́ıa extensa para el caso de control del cilindro rotativo que permite
una mejor interpretación de los fenómenos f́ısicos en cuestión. Es asimismo desea-
ble tener un marco de referencia para cuestiones que no han sido estudiadas en
esta tesis pero que son temas de investigación en la actualidad. Uno de ellos es el
estudio de una excitación variable en el tiempo.

Dado que hemos obtenido un modelo reducido capaz de ser optimizado para el
flujo con el cilindro rotativo, es deseable poder referir los resultados obtenidos al
flujo bajo actuación.
Una forma de compararlos es realizar la proyección de los campos medios basada en
el producto interno definido en (3.1). Asumiendo que los flujos se hayan confinados
en un domino Ω, la proyección del campo medio de rotación mecánica ui sobre el
campo medio de EHD vj es:
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pij = (ui, vj) =

∫
Ω

ui(x)vj(x)dx (6.6)

Se obtiene entonces una matriz de coeficientes pij que cuantifica la proyección y
permite asociar los flujos bajo actuación. El resultado para los datos con los que
trabajamos se observa en el cuadro 6.3.

Frecuencia (Hz) 505 562 688 729 770 813 858 887 933
Potencia
(watts/m2)

3 10.4 10.8 13 17.5 21.8 30.7 37.8 50.3

Modo asociado
de rotación

γ0 γ0 γ0 γ4 γ6 γ7 γ9 γ11 γ11

0 0 0 1.93 2.43 2.68 3.18 3.55 3.55

Cuadro 6.3: Frecuencia de actuación EHD y velocidad de rotación asociada. Cri-
terio de proyección de campos medios.

Podemos representar los valores del cuadro 6.3 en términos de la potencia del
actuador, adimensionalizada con las variables principales del escurrimiento. Para
ello, expresamos en primer lugar la potencia vinculada con la disipación de las
fluctuaciones de la velocidad:

L

T

∫ T

0

∫
Ω

ρu′u′dxdt = LAΩρU
2 1

T

∫ T

0

a2
i dt

recordamos que L es la longitud del cilindro, D su diámetro, U la velocidad de
la corriente libre, ρ la densidad del fluido, AΩ la superficie del dominio espacial,
T un peŕıodo de tiempo e integración Luego, si P es la potencia por unidad de
superficie, la potencia adimensionalizada se estima según:

χ =
PπD

AΩU2ρ
(6.7)

En nuestro problema, esto significa multiplicar a P por una constante CP =
25,6m2/watts, resumimos los valores en la Figura 6.15.

Otra manera de conseguir una relación entre los flujos es a partir de la proyección
de cada uno de los flujos EHD sobre la base de funciones extendida generada a
partir de la definición de la función de control ϕc para el flujo bajo rotación. De
esta proyección surge una matriz, en el cuadro 6.4 similar a la obtenida en la
sección anterior cuando analizamos solamente el flujo con rotación.
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Figura 6.15: Potencia eléctrica adimensionalizada χ en función de la rotación
mecánica γ.

Frecuencia Hz
505 562 688 729 770 813 858 887 933

1o modo energético 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2o modo energético 2 2 2 6 6 6 6 6 6
3o modo energético 3 3 7 9 9 9 9 9 9
4o modo energético 4 9 9 12 15 15 15 15 15
5o modo energético 5 18 18 18 18 18 18 19 12
6o modo energético 9 5 9 3 23 4 23 18 19

Cuadro 6.4: Proyección de los flujos bajo EHD sobre la base extendida. Se presen-
tan los 6 primeros modos más energéticos para cada uno de los escurrimientos.

6.6. Aplicaciones de modelos reducidos a proble-

mas de control óptimo

El sistema (6.5) posibilita el planteo de un problema de optimización de la acción de
control. Para ello, nos interesamos en el problema de minimización de un funcional
de costo, que incluya al esfuerzo realizado en el control y a las medidas durante
un peŕıodo de tiempo. El modelo reducido nos proporciona los datos para este
esquema, si consideramos como medidas del escurrimiento los modos temporales
ai(t) y la acción de control caracterizada con el parámetro de rotación γ. Se busca
minimizar entonces:

J =

∫ tf

t0

[
Potencia relativa a
las fluctuaciones

]
+

[
Potencia consumida

por el control

]
dt (6.8)
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El funcional anterior puede escribirse en función de las variables del modelo reduci-
do. Para la geometŕıa de nuestro problema, según Bergmann et al.[11], la siguiente
ecuación constituye la formulación del problema:

J =

∫ tf

t0

s∑
i=1

a2
i (t) +

β

2
(Cγγ)

2dt (6.9)

El primer termino del funcional J representa la intensidad de fluctuaciones en el
proceso de desprendimiento de vórtices. El segundo, toma en cuenta la potencia
asociada al torque requerido para llevar a cabo la rotación del cilindro de acuerdo
al planteo realizado por Protas et al.[100] y Bergmann et al.[11]. Cómo sólo hay
dos términos para definir el funcional de costo, alcanza con un sólo coeficiente, β,
para representar la medida de los costos asociados a cada fenómeno. En este caso,
el valor de β depende de la viscosidad del fluido considerado pero podŕıa incluir,
si se deseara, otros factores asociados al dispositivo que produce la rotación del
cilindro (inercia, transmisiones, valores económicos, etc).
Se minimiza entonces (6.8) sujeta a la restricción por la que ai y γ deben verificar
(6.5). Las restricciones pueden ser incluidas en el problema de minimización al
introducir funciones adjuntas5 ξi(t) en una forma similar al planteo realizado para
la asimilación de datos en 4.5. Puede consultarse para más detalles, el Apéndice
A.5 donde desarrollamos el método.
El problema de optimización puede ser reducido al considerar el funcional Lagran-
giano

£(ai, γ, ξi) = J −
∑∫

ξi
dai
dt
dt (6.10)

Interesa la obtención de £ = 0. Para asegurar esta condición, las variaciones del
funcional lagrangiano respecto de ξi, ai(t) y γ deben ser nulas. Resulta entonces
el siguiente sistema:

dξi(t)

dt
= −2ai(t)−

s∑
j=1

(bji + γfji +
s∑

k=1

(cjik + cjki)ak(t))ξj(t) (6.11)

ξi(tf ) = 0 (6.12)

δγ(t) = −
s∑
i=1

di
dξi
dt

+ βγ +
s∑
i=1

(ei +
s∑
j=1

fijaj + 2giγ)ξi(t) (6.13)

La formulación es análoga a la propuesta por Graham et al. [52] y Bergmann et
al.[11]. En sus trabajos, los autores trabajan sobre el objetivo de la reducción del
arrastre mediante oscilaciones del cilindro con variadas frecuencias y amplitudes.

5También conocidas en la bibliograf́ıa como multiplicadores de Lagrange
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En una reciente publicación [30], hemos aplicado las bases de este método al estu-
dio de datos provenientes de simulación numérica DNS. Aplicamos a continuación
esta metodoloǵıa para datos que surgen de experiencias PIV. El número de Rey-
nolds es, como en los anteriores casos, 125.

El sistema definido por las ecuaciones (6.5), (6.11, 6.12 y (6.13) se resuelve iterati-
vamente. Entonces, para un γ dado, se resuelve primeramente la ecuación (6.5) y se
obtienen los modos temporales ai(t). A continuación, usando la solución anterior,
se resuelven el sistema de ecuaciones adjuntas (6.11), (6.12) y (6.13) integrando
hacia atrás en el tiempo la variable adjunta ξi(t).
Conocidas ai(t) y ξi(t), puede computarse δγ(t). Para los casos analizados, este
cálculo da como resultado que la variación δγ una función independiente del tiem-
po. En cada iteración, el valor de γ es actualizado de acuerdo a γ(n+1) = γ(n) +µδγ
donde µ es un número < 1.

A partir de nuestro modelo reducido, observamos el valor del funcional J , en primer
lugar para el caso β = 0 . El cuadro 6.5 muestra los resultados. En la evaluación
del funcional, se considera el peŕıodo T correspondiente a 30 desprendimientos
de vórtices en el modelo reducido. Verificamos que la potencia asociada a los
desprendimientos decrece conforme aumenta γ.

γ 1
T

∫ t0+T

t0
(a2

1(t) + a2
2(t)) dt

0 145.45
1.21 95.72
1.42 62.28
1.68 37.51
1.93 10.12

Cuadro 6.5: Valores del funcional J cuando β = 0

Si consideramos un valor de β mayor a cero, el costo del termino de rotación
crece. El valor de la rotación γ que minimiza el funcional va disminuyendo desde
el mı́nimo de γ = 1,93 que corresponde a β = 0. El cuadro 6.6 resume los valores
cuando, por ejemplo, β = ,33.

El valor de β cuantifica cuan costoso resulta el control y aśı influencia el resultado
óptimo de relación entre la acción de control y el objetivo de reducir el desprendi-
miento. Como era esperable, para un valor de β mayor el funcional encuentra su
óptimo para un valor de γ < 1,93. Podemos distinguir del cuadro 6.6 un primer
mı́nimo del funcional para γ = 1,42, entonces, podemos plantear la optimización
alrededor de la solución para este caso.

141



6.6. APLICACIONES DE MODELOS REDUCIDOS A PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO

γ 1
T

∫ t0+T

t0
(a2

1(t) + a2
2(t)) + βγ2dt

0 145.45
1.21 152.60
1.42 140.61
1.68 147.15
1.93 154.8171

Cuadro 6.6: Valores del funcional J cuando β = 0,33

Estimamos los coeficientes matriciales de la ecuación (6.5) y resolvemos, también
con asimilación dicho sistema considerando: el modo de control ϕc al que afecta la
velocidad de rotación γ; el primer modo energético estacionario;y los dos primeros
modos fluctuantes.
Con la solución de las a(t), resolvemos la ecuación (6.11) para la variable adjunta ξ
con la condición final (6.12). Con ξ(t) podemos conocer la variación de la velocidad
δγ y tras sucesivas iteraciones hallamos el valor mı́nimo del funcional:

J = 135,44 con J(n)− J(n− 1) = ε < 10−7

Y la rotación asociada γ = 1,36.

De esta forma, hemos conseguido un modelo reducido para el control a lazo abierto
del flujo alrededor del cilindro actuado con rotación mecánica.
En base a las analoǵıas existentes entre el flujo bajo rotación mecánica y el actuado
bajo excitación EHD, se puede proceder de manera similar a fin de establecer un
valor óptimo de control.
Para trasladar el modelo al control mediante el actuador EHD, podemos incorpo-
rar el valor de potencia adimensional estimado en la ecuación (6.7). Si suponemos
que trabajamos con una potencia eléctrica del orden de 13 watts/m2, entonces
χ ' 400 y γ ' 1,9 . Para β(Cγγ)

2 ∼ χ resulta un valor de β ∼ 2,8. Este valor, en
principio, conduce a un sistema de control caro en comparación con el obtenido en
el ejemplo anterior. Los valores óptimos se encontraŕıan en este caso en un entorno
de γ = 0.
Sin embargo, en la estimación de β pueden añadirse factores que excedan el con-
cepto puramente energético. Si vinculamos las fluctuaciones provocadas por los
desprendimientos de vórtices detrás de un sólido, podemos tener en cuenta el cos-
to de: los esfuerzos mecánicos y la fatiga que dichas solicitaciones imponen; el ruido
que producen, la tasa de transferencia de calor, etc.
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6.7. Conclusiones

Hemos examinado a lo largo del caṕıtulo una serie de resultados experimentales con
las herramientas presentadas en caṕıtulos anteriores. El filtrado de datos mediante
la técnica Gappy POD constituye una novedad en el tratamiento de imágenes PIV.
Asimismo, hemos introducido la técnica de asimilación de datos para disminuir el
ruido de las secuencias de imágenes de los escurrimientos. La utilización de ambas
técnicas constituyen un aporte a la mecánica de fluidos experimental.
Apoyándonos en parte sobre la base teórica de otros trabajos, hemos logrado per-
feccionar la formulación de modelos reducidos a partir de datos de PIV. Consegui-
mos aśı vincular resultados experimentales con un modelo de simulación numérica
de manera satisfactoria. Esta técnica nos ha permitido estudiar los cambios fluido-
dinámicos generados por el actuador electrohidrodinámico descripto en el Caṕıtulo
5 a través de un modelo reducido que permite reproducir la dinámica de las estruc-
turas esenciales. También hemos aplicado esta técnica al análisis del escurrimiento
alrededor del cilindro rotativo, consiguiéndose resultados que se ajustan a datos
experimentales y numéricos de otros autores.
Hemos establecido relaciones de semejanza entre los flujos actuado con EHD y
con rotación a fin de poder comparar los resultados de un caso de actuación con
respecto al otro.
Asimismo, a fin de extender el sistema de ecuaciones diferenciales a una versión
que contempla la acción de un control, hemos además extráıdo una función de con-
trol externo. Para el caso del flujo actuado con rotación mecánica, el coeficiente de
dicha función de control tiene un comportamiento lineal ante la acción de rotación
del cilindro.
Sobre el modelo reducido con la acción de control, hemos implementado con éxito
la optimización a lazo abierto para el caso de rotación mecánica. Sobre la base de
estos resultados es posible trasladar al diseño óptimo de la actuación electrohidro-
dinámica en el escurrimiento alrededor de un cilindro.
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Conclusiones y perspectivas

A lo largo del trabajo, hemos estudiado el desarrollo de modelos de orden reduci-
do que describen el comportamiento de un escurrimiento en un dominio espacio-
temporal dado. A diferencia de las técnicas tradicionales de simulación numérica,
los modelos que se alcanzan se basan en el uso de un conjunto de datos experi-
mentales discretos comprendidos en el dominio espacio-temporal considerado. Los
modelos realizan la descripcion de los campos de velocidades mediante una des-
composicion modal, donde los modos y coeficientes son determinados, sin hipótesis
a priori, a partir de datos emṕıricos.
Mediante una proyeccion Galerkin de estos modos sobre las ecuaciones de NS se
logra un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden reducido que sus-
tituye al sistema de ecuaciones diferencialesen derivadas parciales. Esta técnica
se presenta particularmente ventajosa para el diseño de estrategias de control de
flujos, debido a que es posible determinar la dinámica esencial del escurrimiento
mediante un número limitado de ecuaciones sobre las que es posible introducir una
acción de control.
A titulo de ilustración de las ventajas de la técnica que desarrollamos analizamos
el problema del control del escurrimiento alrededor de un cilindro a bajos Reynolds
(Re = 125) cuando se disponen de datos provenientes de la técnica PIV. Es de
señalar que este tipo de flujo se puede considerar como prototipo para el estudio
de una serie de problemas de la mecánica de fluidos teórica y de sus aplicaciones,
razón por la cual lo hemos seleccionado.
Presentadas las nociones de estructuras coherentes, se ha estudiado particularmen-
te el método POD para su extracción. Con ello, identificamos las estructuras más
energéticas del flujo, cuya dinámica representa correctamente, en el flujo en estu-
dio, el camino de vórtices de von Karman. Al utilizar una cantidad reducida de
modos, los modelos obtenidos mediante la proyección de Galerkin presentan gene-
ralmente una serie de problemas de cierre, que se manifiestan especialmente cuando
los datos provienen de medidas PIV. Este tipo de problema lo hemos resuelto de
manera novedosa mediante la aplicación conjunta de las técnicas de identificación
polinomial y de Asimilación-POD. Este resultado brinda nuevas herramientas ge-
nerales para el análisis de escurrimientos caracterizados por fluctuaciones en la
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estela de cuerpos a bajos números de Reynolds.
Por otra parte, se derivan los procedimientos de Gappy-POD y de Asimilación-
POD para el tratamiento de las medidas experimentales que provienen de PIV.
De esta forma contribuimos a resolver uno de los problemas que se suscitan en
la mecánica de fluidos experimental: el filtrado de datos. Es de destacar que las
técnicas de filtrado que hemos propuesto utilizan información estad́ıstica de cada
una de las observaciones del conjunto de datos obtenidos, e incluyen un modelo
f́ısico lo que las hace más confiable respecto a los filtrados convencionales.

La construcción de modelos reducidos a partir de los datos de PIV posibilita el
diseño de una acción de control producida por un actuador. Hemos investigado
particularmente el control para el flujo alrededor de un cilindro a bajos Reynolds
mediante actuadores electrohidrodinámicos debido al creciente desarrollo e interés
que existe en la comunidad cient́ıfica sobre este tipo de dispositivos. Teniendo en
cuenta la posible analoǵıa entre la acción mecánica que ejerce una acción EHD en
la vecindad de una superficie y aquella producida por una pared en movimiento
hemos realizado estudios tambien sobre el caso del cilindro rotativo. Nuestro estu-
dio permitió determinar de manera clara las caracteŕısticas de esta analoǵıa. Este
resultado es de particular importancia debido a la profusa bibliograf́ıa existente
para el caso del cilindro rotativo.
Para el flujo controlado mediante un cilindro rotativo, hemos implementado con
éxito un esquema de optimización fundado en la reducción de las fluctuaciones y
en el costo asociado a la rotación del cilindro. Es de resaltar que el traslado de
estos resultados pudo realizarse para el análisis del flujo actuado bajo la actuación
EHD merced a las analoǵıas existentes entre ambos escurrimientos.

Los logros de esta tesis son, en śıntesis, un resultado alentador que esperamos pue-
dan contribuir en posteriores ĺıneas de investigación y en el diseño de aplicaciones.
Podemos mencionar entre las perspectivas para la investigación de base en hori-
zontes cercanos: la aplicación del esquema de trabajo al estudio de la transición
del régimen de flujo alrededor de un cilindro (Re ≥ 180), al proceso de datos de
campos de velocidades tridimensionales, al análisis de otros escurrimientos de flujo
en la estela, etc.
Por otra parte, establecimos una base para futuros proyectos sobre el control de
flujos, donde podrán estudiarse acciones de control más complejas, por ejemplo,
utilizando variaciones temporales en la excitación del flujo. En el caso de su im-
plementación con actuadores EHD, éstos se caracterizan por tiempos de respuesta
que garantizan una buena modulación en el tiempo de una señal de control. Una
serie de aplicaciones pueden aún proyectarse en relación con la capacidad de opti-
mizar las experiencias y dispositivos de control del flujo considerado.
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Por último, consideramos que este trabajo significa un paso hacia el complejo
diseño de un sistema de control de lazo cerrado, que aparece como la siguiente
etapa de nuestros esfuerzos.
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Apéndice A

Resultados del análisis funcional

A.1. Algunas definiciones

A.1.1. Espacios de Hilbert

Es un conjunto H de elementos f, g, ... de naturaleza arbitraria que verifica las
siguientes condiciones:

i. H es un espacio eucĺıdeo: un espacio lineal con producto interno definido en
él.

ii. El espacio H es completo en el sentido de la métrica d(f, g) = ‖f − g‖.

iii. El espacio H es de dimensión infinita: cualquiera que sea n se pueden encon-
trar n elementos linealmente independientes.

iv. H es separable: existe en él un conjunto numerable siempre denso.

En particular L2, el espacio de funciones de cuadrado integrable es un ejemplo de
espacio de Hilbert. A menudo se indica el dominio de dichas funciones, L2(Ω). El
producto interno de dos elementos u, v ∈ L2(Ω se define según:

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v∗(x)dx

Luego, para calcular la norma de un vector :

‖u‖ = (u, u)1/2 =

(∫
Ω

u(x)u∗(x)dx

)1/2

Entonces, las funciones de cuadrado integrable sobre Ω satisfacen:

‖f‖ =

[∫
Ω

|f(x)|2dx
]1/2

<∞
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A.1.2. Completitud

Una sucesión {un} de elementos de un espacio métrico (p. ej.L2(Ω)) se denomina
fundamental o de Cauchy, cuando para cualquier ε > 0 existe un número Nε tal
que d(un′ , un′′) < ε para cualesquiera n′ > Nε, n

′′ > Nε.
De acuerdo al axioma de desigualdad triangular sobre la métrica d(u, v) se de-
muestra que toda sucesión convergente es fundamental:
Si {un} converge a u, sabemos que cualquiera sea ε existe un número Nε tal que
d(un, u) <

ε
2

para todo n > Nε. Luego, d(un′ , un′′) ≤ d(un′ , u) + d(u, un′′) < ε para
cualesquiera n′ > Nε, n

′′ > Nε.

Se define un espacio como completo si toda sucesión de Cauchy de él converge.

A.1.3. Densidad

Un conjunto D ⊂ E, siendo E un espacio métrico, es denso si: Para todo u ∈ E y
ε > 0, existe v ∈ D tal que d(u− v) < ε
E es separable si existe D ⊂ E es denso numerable.

A.1.4. Compacidad

Un espacio métrico es compacto si toda sucesión {un} ⊂ E admite una subsucesión
convergente a un punto de E.

A.1.5. Espacios de Banach

Un espacio de Banach se define como un espacio vectorial normado completo. Se
cumple entonces que todo espacio de Hilbert es de Banach pero el rećıproco no es
cierto necesariamente.

A.1.6. Teorema de la Proyección Ortogonal

Teorema A.1 Sea H un espacio de Hilbert, V un subespacio lineal de H.
Dado f ∈ H, existe un único f ∗ ∈ V tal que

‖f − f ∗‖ = mı́n
v∈V

‖f − v‖

Demostración: Definimos d = inf {‖f − v‖/v ∈ V } . V es completo y cerrado, de
su definición. Si d = 0 ⇒ f = f ∗. Luego, suponemos que d > 0. Consideremos el
conjunto

Cn =

{
v ∈ V/‖f − v‖ ≤ d+

1

n

}
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sean v1, v2 dos elementos de Cn, vale la siguiente identidad (del paralelogramo1):

‖v1 + v2 − 2F‖2 + ‖v1 − v2‖2 = 2
(
‖v1 − f‖2 + ‖v2 − f‖2

)
sabiendo que v1+v2

2
∈ V podemos acotar la expresión anterior según:

‖v1 − v2‖2 ≤ 8d

n
+

4

n2

que resulta una relación para 2 elementos cualesquiera de Cn En particular pode-
mos elegir dentro de Cn una sucesión {vn}. Esta resulta ser de Cauchy pues:

‖vn − vn + p‖2 ≤ 8d

n
+

4

n2

para todo p ≥ 0. Luego, a medida que n→∞, vn converge a un ĺımite, llamémosle
f ∗ ∈ Cn ⊂ V . Se cumple ‖f − f ∗‖ ≤ d entonces

‖f − f ∗‖ = d = mı́n
v∈V

‖f − v‖

Para probar la unicidad del resultado,
sea d = ‖f − f1‖ = ‖f − f2‖ se cumple que f1+f2

2
∈ V

d ≤ ‖f − 1

2
(f1 + f2)‖ ≤

1

2
‖f − f1‖+

1

2
‖f − f2‖ = d

Llamando u = f−f1
d

, v = f−f2
d

tenemos que ‖u‖ = ‖v‖ = 1 y ‖u + v‖ = 2. Por la
identidad del paralelogramo resulta ‖u− v‖ = 0 y finalmente f1 = f2.

Se deduce el siguiente resultado:

Teorema A.2 f ∗ es la mejor aproximación de f en V si y sólo si:

(f − f ∗, v) = 0 para todo v ∈ V

Demostración:
⇐
(f ∗ − v) ∈ V para todo v ∈ V , luego, (f − f ∗, f∗ − v) = 0. Por el teorema de
Pitágoras,

‖f − v‖2 = ‖f − f ∗‖2 + ‖f ∗ − v‖2

Entonces ‖f − f ∗‖2 ≤ ‖f − v‖2 =, para todo v ∈ V y f ∗ resulta la mejor aproxi-
mación.

1 ‖a + b‖2 + ‖a− b‖2 = 2
(
‖a‖2 + ‖b‖2

)
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Demostración:
⇒ Sea vα = f ∗ + α(v − f ∗) donde α ∈ C y v ∈ V . Por definición de f ∗ como la
mejor aproximación de f en V:

‖f − f ∗‖2 ≤ ‖f − vα‖2 = (f − vα, f − vα) = ‖f − f ∗‖2 + |α|2‖v − f ∗‖2

−α (v − f ∗, f − f ∗)− ᾱ (f − f ∗, v − f ∗)

Para que pueda cumplirse la primera desigualdad es necesario que:

α (v − f ∗, f − f ∗) + ᾱ(v − f ∗, f − f ∗) ≤ |α|2‖v − f ∗‖2

Escribimos α en la forma α = |α|eiθ , y definimos u = v − f ∗. Dividiendo la
expresión anterior por |α| y tomando |α| → 0:

eiθ (u, f − f ∗) + e−iθ(u, f − f ∗) ≤ 0

Esta expresión se cumple para todo u ∈ V y para todo θ. En particular si consi-
deramos θ = 0 la expresión sigue siendo válida e implica:

(u, f − f ∗) = 0, ∀u ∈ V
con lo que queda demostrado el teorema.

A.1.7. Adjunto de un operador

Sean E, F espacios normados, y A un operador acotado entre ellos. Entonces se
define el operador A∗ : F ∗ → E∗ como:

(A∗ϕ)(x) = ϕ(Ax) (A.1)

para ϕ ∈ F ∗ y x ∈ E. Este operador es lineal y acotado, y se denomina adjunto
de A.

A.1.8. Espacios de funciones diferenciables

Sea I un intervalo arbitrario de R. Para p ∈ N definimos el espacio de funciones
Cp(I) según

Cp(I) = {f : R(o C tal que f es p-veces continuamente diferenciable}

Cuando f ∈ Cp(I) decimos que f es de clase Cp. Cuando se dice que f es conti-
nuamente diferenciable, esto significa que f es diferenciable y que x 7→ f ′(x) es
continua.
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APÉNDICE A. RESULTADOS DEL ANÁLISIS FUNCIONAL

A.1.9. Derivación de operadores

Sean V , W espacios normados completos y U ⊂ V un conjunto abierto. Un ope-
rador F : U → W es diferenciable Fréchet en x ∈ U si existe un operador lineal
acotado LF : V → W tal que:

ĺım
h→0

‖F (x+ h)− F (x)− LF (x) · (h)‖W
‖h‖V = 0

(A.2)

Para todo h ∈ V .
La derivada fuerte o de Fréchet, cuando se aplica a espacios de dimensión finita,
corresponde a la matriz jacobiana del funcional.
La existencia de la derivada fuerte, asegura la existencia de derivadas direccionales.
Un funcional F : U → W es diferenciable Gâteaux en x ∈ U si F tiene derivadas
direccionales en todas las direcciones. Esto significa que existe un funcional G :
V → W tal que:

G(h) = ĺım
t→0

F (x+ th)− F (x)

t
(A.3)

para todo h ∈ V .

Luego si un operador es derivable en el sentido de Fréchet en x, esto asegura
LF ≡ G pero no a la inversa.

A.2. Sobre la integral de Lebesgue

Es necesario para su definición:

i. un conjunto X.

ii. una σ-álgebra de X: τ

a) ∅ y X ⊂ τ

b) S ∈ τ ⇒ X \ S ∈ τ

c) S1, S2, . . . , Sn, . . . ∈ τ ⇒
∞⋃
n=1

Sn ∈ τ

iii. Una medida sobre τ es una función µ : τ → R+ que tiene las siguientes
propiedades:

a) µ(∅) = 0.
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b) Si Sn es una secuencia de conjuntos disjuntos1

(X, τ, µ) es un conjunto medible.

A.2.1. Definición: funciones caracteŕısticas

La función caracteŕıstica de un conjunto medible A se denota χA y se define según:

χA(x) =

{
1 si x ∈ A
0 si x /∈ A

A.2.2. Definición: funciones simples

Sea (X, τ, µ) un espacio medible, y S1, . . . , Sn ⊂ X. Una función e definida en X se
denomina función simple cuando es combinación lineal de funciones caracteŕısticas
de modo que:

e =
n∑
i=1

αiχSi
(A.4)

Teorema A.3 Toda función f(x) es medible según µ en X śı y sólo si puede ser
representada como ĺımite de una sucesión uniformemente convergente de funciones
medibles simples.

A.2.3. Definición: Integración

Supongamos que (X, τ, µ) es un espacio medible y que e =
n∑
i=1

αiχs es una función

en X no negativa. La integral de e sobre X con respecto a la medida µ es el número

no negativo denotado por

∫
X

edµ y definido por

∫
X

edµ =
n∑
i=1

αiµ(Si) (A.5)

Se dice que e es integrable si

∫
X

edµ es finito.

1Sn ∩ Sm = ∅ si n 6= m
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A.2.4. Derivación bajo la Integral

Teorema A.4 Sea I un intervalo real y (X, τ, µ) un espacio medible.
Sea f : X × I → R tal que

i. f(x, ·) es absolutamente continua en I para casi todo x ∈ X.

ii. Para todo λ ∈ I existe ∂f
∂λ

para casi todo x ∈ X.

iii. f(·, λ) es integrable en X para todo λ ∈ I. En particular, estas condiciones

implican que
∂f

∂λ
está definida en casi todo (x, λ) ∈ X × I. Supongamos que

existe una función m, integrable en X, tal que∣∣∣∣∂f∂λ
∣∣∣∣ ≤ m(x) ∀(x, λ) ∈ X × I donde

∂f

∂x
esté definida.

Entonces

∂f

∂λ
es integrable en X para todo λ ∈ I∫

f(x, λ)dx es derivable en I y se cumple

d

dλ

∫
X

f(x, λ)dx =

∫
X

∂f

∂λ
(x, λ)dx ∀λ ∈ I

A.2.5. Teorema de Fubini

El teorema de Fubini establece que si:∫
A×B

|f(x, y)| d(x, y) <∞

la integral tomada respecto a la medida producto en el espacio A×B, entonces∫
A

(∫
B

f(x, y) dy

)
dx =

∫
B

(∫
A

f(x, y) dx

)
dy =

∫
A×B

f(x, y) d(x, y)

Las primeras dos integrales suponen integración con respecto a las medidas de A
y B respectivamente mientras que la tercera lo es respecto de la medida producto.
También vale, ∫

A

f(x) dx

∫
B

g(y) dy =

∫
A×B

f(x)g(y) d(x, y)
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A.3. INTERCAMBIABILIDAD ENTRE EL EL PROMEDIO TEMPORAL Y LA INTEGRACIÓN
ESPACIAL.

Aplicando estos conceptos sobre el conjunto L2(Ω), podemos definir a la medida:

µ(A) = ĺım
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

χA
(
uk
)

(A.6)

donde A ⊂ L2(Ω), uk ∈ L2(Ω) es una secuencia de estados f́ısicos.

A.3. Intercambiabilidad entre el el promedio tem-

poral y la integración espacial.

Sea µ una medida de probabilidad en L2(Ω) ∩ C(Ω), donde C(Ω) es el espacio de

funciones continuas en Ω, tal que para cada x ∈ Ω se tiene 〈|u(x)|2〉1/2 ∈ L2(Ω)1.
Entonces:

i. 〈u(x1)u
∗(x2)〉 existe para cada (x1, x2) ∈ Ω× Ω.

ii. 〈u(x1)u
∗(x2)〉 está en L2(Ω× Ω)

iii. Se cumple:〈∫ 1

0

∫ 1

0

u(x)u∗(x′)ϕ(x′)ψ(x)dxdx′
〉

=

∫ 1

0

[∫ 1

0

〈u(x)u∗(x′)〉ϕ(x′)dx′
]
ψ(x)dx

(A.7)

Es decir se verifica el intercambio entre el promedio temporal 〈•〉 y la inte-
gración espacial.

Para demostrar (i.), definimos los funcionales fxi
: L2(Ω) ∩ C(Ω) → R de forma

que fxi
(u) = u(xi). Debemos demostrar que existe:

〈u(x1)u
∗(x2)〉 =

∫
L2(Ω)

fx1(u)f
∗
x2

(u)dµ (A.8)

si el funcional fxi
(u) = u(xi)

Primeramente, aclaramos que resulta de integrar en L2(Ω) respecto de la medida
µ. Sea el funcional h : L2(Ω)∩C(Ω) → R tal que h(u) = u(x). De acuerdo a (A.3)
podemos escribir:

h(u) = ĺım
n→∞

n∑
i=1

αiχSi
(u) = α1χS1(u) + α2χS2(u) + . . .

1Esta hipótesis supone que el promedio temporal sobre la norma de los campos de velocidad
es acotado en L2, f́ısicamente esto implica trabajar con campos en los que la enerǵıa cinética
está acotada.
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Luego, ∫
L2(Ω)

h(u)dµ = α1µ(S1) + α2µ(S2) + . . .

De la definición de medida (A.6),

∫
L2(Ω)

h(u)dµ = α1

(
ĺım
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

χS1

(
uk
))

+ α2

(
ĺım
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

χS2

(
uk
))

+ . . . =

= ĺım
N→∞

1

N

(
u1(x) + u2(x) + . . .+ uN−1

)
A partir de la hipótesis de ergodicidad sobre u en (3.3) el resultado está de acuerdo
a la definición de promedio temporal. Entonces∫

L2(Ω)

h(u)dµ = 〈u〉

Volviendo a (A.8), podemos acotar la integral sirviéndonos de la desigualdad inte-
gral de Hölder :∫

L2(Ω)

|fx1(u)f ∗x2(u)|dµ ≤
[∫

L2(Ω)

|fx1|2dµ
]1/2

·
[∫

L2(Ω)

|fx2|2dµ
]1/2

∫
L2(Ω)

|fx1(u)f ∗x2(u)|dµ ≤
〈
|u(x1)|2

〉1/2 · 〈|u(x2)|2
〉1/2

Con lo que su existencia quedará asegurada. Para probar (ii.) partimos de la
desigualdad anterior, multiplicando por el conjugado del miembro izquierdo de
(A.8):

|〈u(x1)u
∗(x2)〉 〈u∗(x1)u(x2)〉| ≤

〈
|u(x1)|2

〉
·
〈
|u(x2)|2

〉
Entonces, integrando dos veces sobre Ω,∣∣∣∣∫

Ω

∫
Ω

〈u(x1)u
∗(x2)〉 〈u∗(x1)u(x2)〉 dx1dx2

∣∣∣∣ ≤ [∫
Ω

〈
|u(x)|2

〉
dx

]2

<∞

con lo que se demuestra (ii.). El resultado permite asegurar que el núcleo del
operador integral < pertenece a L2.
Por último, de acuerdo al teorema de Fubini (A.2.5), podemos cambiar el orden de
integración en (iii.). Antes, debemos demostrar que la integral existe. A partir de
(ii.) y utilizando nuevamente la desigualdad integral de Hölder, podemos escribir:∣∣∣∣∫

Ω

∫
Ω

〈u(x1)u
∗(x2)〉ϕ(x2)ψ

∗(x1)dx1dx2

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

∫
Ω

|〈u(x1)u
∗(x2)〉ϕ(x2)ψ

∗(x1)| dx1dx2
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∫
Ω

∫
Ω

|〈u(x1)u
∗(x2)〉ϕ(x2)ψ

∗(x1)| dx1dx2 ≤
[∫

Ω

∫
Ω

| 〈u(x1)u
∗(x2)〉 |2dx1dx2

]1/2

·[∫
Ω

∫
Ω

‖ϕ(x2)ψ
∗(x1)|2dx1dx2

]1/2

<∞

Ahora podemos aplicar el teorema de Fubini:∫
Ω

∫
Ω

〈u(x1)u
∗(x2)〉ϕ(x2)ψ

∗(x1)dx1dx2 =

=

∫
Ω

∫
Ω

∫
L2(Ω)

fx1(u)f
∗
x2

(u)ϕ(x2)ψ
∗(x1)dµdx1dx2 =

=

∫
L2(Ω)

[∫
Ω

∫
Ω

fx1(u)f
∗
x2

(u)ϕ(x2)ψ
∗(x1)dx1dx2

]
dµ

Con lo que se prueba (iii.).

A.4. Propiedades del operador de Fredholm

El operador (<ψ) (x) =
∫

Ω
〈u(x)u(y)〉ψ(y)dy puede asimilarse al operador de Fred-

holm. Éste se define a partir de la ecuación integral de Fredholm. En particular,
las ecuaciones de primera especie:

g(s) =

∫ b

a

K(t, s)f(t)dt (A.9)

La función K se llama núcleo de la ecuación, se supone medible y que verifica:∫ b

a

∫ b

a

|K2(t, s)|dsdt <∞ (A.10)

La función f(t) ∈ L2[a, b].
En correspondencia con (A.9) se define al operador T :

Tf = g

Teorema A.5 Si K(s, t) es una función de cuadrado integrable, el operador T
resulta compacto y su norma satisface la desigualdad:

‖A‖ ≤

√∫ b

a

∫ b

a

|K2(t, s)|dsdt (A.11)
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Demostración:
Debido al teorema de Fubini (A.2.5), a partir de (A.10) se puede asegurar que
existe para casi todo s: ∫ b

a

|K(t, s)|2dt

K(s, t) pertenece como función de t a L2[a, b] para casi todo s. Luego, como el
producto de dos funciones L2[a, b] pertenece a L1[a, b], la integral en (A.9) existe
para casi todo s y en consecuencia g(s) está definida para casi todo s.
Podemos luego probar que g(s) ∈ L2[a, b]. En virtud de la desigualdad de Cauchy-
Buniakovski, tenemos para casi todo s:

|g(s)|2 =

∣∣∣∣∫ b

a

K(t, s)f(t)dt

∣∣∣∣2 ≤ ∫ b

a

|K(t, s)|2dt ·
∫ b

a

|f(t)|2dt = ‖f‖2

∫ b

a

|K(t, s)|2dt

Integrando respecto de s y sustituyendo la integral sobre
∫ b
a
|K(t, s)|2 por una

integral doble, obtenemos:

‖Tf‖2 =

∫ b

a

|g(s)|2ds ≤ ‖f‖2

∫ b

a

∫ b

a

|K(t, s)|2dtds (A.12)

El resultado prueba la integrabilidad de |g2(s)| y demuestra la estimación (A.11)
para la norma del operador.
Para probar que T es acotado, consideramos en primer lugar un sistema completo
ortogonal de L2[a, b], {ψn}. Los productos del tipo {ψm(s)ψn(t)} forman un sistema
completo en L2([a, b]× [a, b]). El núcleo puede ser escrito en la forma:

K(s, t) =
∑
m

∑
n

amnψm(s)ψn(t)

Considerando el núcleo KN definido de acuerdo a:

KN(s, t) =
N∑
m=1

N∑
n=1

amnψm(s)ψn(t) (A.13)

Podemos asociarle un operador TN de la misma manera en que definimos a T . TN
es compacto pues transforma todo el espacio L2[a, b] en un subespacio de dimensión
finita1:

TNf =

∫ b

a

KN(t, s)f(t)dt =
N∑
m=1

N∑
n=1

amnψm(s)

∫ b

a

f(t)ψn(t)dt = (A.14)

=
N∑
m=1

ψm(s)
N∑
n=1

amnbn (A.15)

1Operadores de este tipo se denominan degenerados.
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donde

bn =

∫ b

a

f(t)ψn(t)dt

De esta forma toda f ∈ L2[a, b] es transformada por el operador TN en un elemento
del subespacio de dimensión finita generado por los vectores ψ1, . . . , ψN . Ahora
bien, como KN es la suma parcial de la serie de Fourier (A.13) de la función K∫ b

a

∫ b

a

K(s, t)−KN(s, t))2dsdt→ 0 para N →∞

Aplicando la estimación de la norma hallada en (A.11), al operador T − TN , se
deduce que:

‖T − TN‖ → 0 para N →∞
Empleando el teorema A.6 que establece que el ĺımite de una sucesión convergente
de operadores compactos es un operador compacto, se obtiene la compacidad de
T .

A.4.1. Teorema sobre convergencia de operadores compac-
tos

Teorema A.6 Si {Tn} es una sucesión de operadores compactos en un espacio
de Banach E que converge, según la norma, a un operador T , el operador T es
también compacto.

Demostración:
Para probar la compacidad del operador T , basta con probar que para cualquier
sucesión acotada de elementos de E, x1, x2, . . . , xn, . . ., es decir ‖xn‖ ≤ Cte, se
puede extraer de la sucesión {Txn} una subsucesión convergente.
Sabiendo que el operador T1 es compacto, de la sucesión {T1xn} puede extraerse
una subsucesión convergente. Sea:

x
(1)
1 , x

(1)
2 , . . . , x(1)

n , . . . (A.16)

una sucesión tal que {T1x
(1)
n } converge. Consideremos la sucesión {T2x

(1)
n }, es po-

sible extraer una subsucesión convergente de ella. Sea:

x
(2)
1 , x

(2)
2 , . . . , x(2)

n , . . .

la subsucesión de (A.16) tal que {T2x
(2)
n } converge. Debe cumplirse que {T1x

(2)
n }

también converge. Análogamente, podemos elegir de la sucesión {x(2)
n } una subsu-

cesión
x

(3)
1 , x

(3)
2 , . . . , x(3)

n , . . .
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tal que {T3x
(3)
n } converge y aśı sucesivamente. Considerando la sucesión diagonal

x
(1)
1 , x

(2)
2 , . . . , x(n)

n , . . .

Cada uno de los operadores T1, T2, . . . , Tn, . . . transforma esta sucesión en conver-
gente. Para probar la compacidad de T debemos probar que la sucesión {Tx(n)

n }
también converge. Como el espacio E es completo, es suficiente demostrar que
{Tx(n)

n } es una sucesión de Cauchy. Se tiene:

‖Tx(n)
n −Tx(m)

m ‖ ≤ ‖Tx(n)
n −Tkx(n)

n ‖+‖Tkx(n)
n −Tkx(m)

m ‖+‖Tkx(m)
m −Tx(m)

m ‖ (A.17)

Puede elegirse k de manera que ‖T − Tk‖ < ε
3Cte

. Sea N tal que para todo n > N
y m > N se cumple:

‖Tkx(n)
n − Tkx

(m)
m ‖ < ε

3

De (A.17) se deduce:
‖Tx(n)

n − Tx(m)
m ‖ < ε

para todos los n y m suficientemente grandes.

Teorema A.7 (Hilbert-Schmidt) Para cualquier operador lineal T autoconju-
gado y compacto en un espacio de Hilbert H existe un sistema ortonormal {ϕn} de
vectores propios, correspondientes a los valores propios {λn} tal que cada elemento
de H se puede escribir de manera única en la forma:

ξ =
∑

ckϕk + ξ′

donde el vector ξ′ verifica la condición Tξ′ = 0; además,

Tξ =
∑

λkckϕk

y
ĺım
n→∞

λn = 0

Notación: la cantidad ck = (ξ, ϕk)
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A.5. Problema del cálculo de variaciones

A.5.1. Planteo general.

Sea q = q(t) ∈ Rn un vector de estado que define un arco Γ.

Dado Γ se fabrica un entorno de arcos variados.
Estos arcos se expresan como una familia

q(t, ε) ∈ Cm /∀t ∈ [0, T ]

q(t, 0) = Γ

q(t, ε) = Γ + δΓ

La familia verifica que ∀ε pequeño,

q(0, ε) = q0
q(T, ε) = qT

}
(A.18)

Se define al funcional J(Γ) =

∫ T

0

f (q′(t), q(t), t) dt, funcional del tipo de Lagran-

ge.2

El problema consiste en hallar la función q∗(t) que define Γ∗ que proporciona un
extremo al funcional J .
Para ello se definen:

Am = {q(t) ∈ Cm/(q′, q, t) ∈ D1,∀t ∈ [0, T ],

con q(0) = q0, q(T ) = qT fijos, J(Γ) <∞} (A.19)

siendo

D1 = {(q′, q, t) ∈ C3} J : Am → R
f : D1 → R

Am es métrico con dm(p, q) =
n∑
j=1

m∑
i=0

sup
t∈[0,T ]

|q(i)
j (t)− p

(i)
j (t)|

2Consideramos como notación q′ =
∂q

∂t
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Por otro lado, las variaciones de q se aproximan según:

∆εq = q(t, ε)− q(t, 0) ' ∂q

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

· ε︸ ︷︷ ︸
se llama variación de q: δq

(por Taylor)

En general el operador variación es: δ(•) =
∂(•)
∂ε

∣∣∣∣
ε=0

· ε

Suponemos que existe un arco Γ = q(t, 0) tal que J(Γ) = J(ε = 0) es un extremo.

Con esto, para el funcional de costo

J(Γ + δΓ)− J(Γ) = J(ε)− J(0) ' ∂J

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

· ε = δJ

Por la condición necesaria de extremo, δJ = 0.
Calculamos entonces δJ considerando la familia q(t, ε)

δJ = δ

[∫ T

0

f(q′(t, ε), q(t, ε), t)dt

]
Como ni 0 ni T dependen de δ,
δJ =

=

∫ T

0

δ [f(q′(t, ε), q(t, ε), t)] dt =

=

∫ T

0

(
∂f

∂q

∂q

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

· ε+
∂f

∂q′
∂q′

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

· ε
)
dt =

=

∫ T

0

(
∂f

∂q
δq +

∂f

∂q′
δq′
)
dt

Dado que

d

dt
(δq) = δq′ = δ

(
∂q

∂t

)
luego,

d

dt

[(∫ t

0

∂f

∂q
dt

)
· δq
]

=
∂f

∂q
· δq +

∫ t

0

∂f

∂q
dt · δq′

⇒ δJ =

∫ T

0

(
d

dt

[(∫ t

0

∂f

∂q
dt

)
· δq
]
−
∫ t

0

∂f

∂q
dt · δq′ + ∂f

∂q′
δq′
)
dt =

=
∂f

∂q
· δq
∣∣∣∣T
0︸ ︷︷ ︸

δq=0 en T y en 0, ver (A.18)

+

∫ T

o

(
∂f

∂q′
−
∫ t

0

∂f

∂q
dt

)
δq′dt
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Para satisfacer la condición de extremo,

debe ser δJ = 0, ∀δq′ ⇒ ∂f

∂q′
−
∫ t

0

∂f

∂q
dt = cte.

Se aplica el teorema fundamental del cálculo variacional:

Sea α(t) ∈ C0 en [a, b]

∫ b

a

α(t)h′(t)dt = 0 ∀h(t) ∈ C1/h(a) = h(b) = 0

⇔ α(t) = cte ∀t ∈ [a, b]

Con ello, el resultado anterior puede expresarse también aśı:

∂f

∂q′
− d

dt

∂f

∂q
= 0 ∀t ∈ [0, T ]

Esta última es la ecuación de Euler-Lagrange, un conjunto de n ecuaciones dife-
renciales de 2o orden que requieren 2n constantes de integración, que son q0 y qT
∈ Rn, para su resolución.

Observación:

Cuando se tiene el problema de encontrar el extremo del funcional J =

∫ T

0

f(q′, q, t)dt

sujeto a

{
φ(q′, q, t) = 0 φ ∈ Rm,m ≤ n
ψ(qα, tα) = 0 ψ ∈ Rp ,

donde el sub́ındice α indica 0 o T .

El problema es equivalente a encontrar el extremo de

F = J + ξtψ sujeto a φ = 0

q ∈ Rn, ξ ∈ Rp, ξ =

 ξ1
...
ξp

 , siendo ξ = ξ(t)
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A.5.2. Aplicación sobre los modelos reducidos POD.

Supongamos que nos interesa minimizar

J(a, γ) =
1

2

∫ T

0

α

(
n∑
i=1

a2
i

)
+ βγ2dt (A.20)

donde a = (a1, . . . , an), ai = ai(t) representa a cada modo temporal, γ es la
rotación y α, β > 0 son parámetros que se fijan.
Si la ecuación (A.20) se halla sujeta a las condiciones{

φi = a′i − . . . = 0 1 ≤ i ≤ n
ai(0) = ai0 (condición inicial)

Esto es, cada φi representa a la ecuación diferencial asociada a cada modo ai.

Para escribir expĺıcitamente el desarrollo, supongamos n = 2, entonces:

a′1 = h1 + l11a1 + l12a2 + c111a
2
1 + c112a1a2 + c121a2a1 + c122a

2
2 +

+ d1γ
′ + (e1 + f11a1 + f12a2)γ + g1γ

2 (A.21)

a′2 = h2 + l21a1 + l22a2 + c211a
2
1 + c212a1a2 + c221a2a1 + c222a

2
2 +

+ d2γ
′ + (e2 + f21a1 + f22a2)γ + g2γ

2 (A.22)

Estas dos expresiones definen φ1 = a′1 − . . . = 0 y φ2 = a′2 − . . . = 0
Por lo expresado antes, el problema se reduce a buscar el extremo de

J(a, γ, ξ) =
1

2

∫ T

0

(
α(a2

1 + a2
2) + βγ2

)
dt+

∫ T

0

ξ1φ1 + ξ2φ2dt

sujeto a: {
φ1 = a′1 − . . . = 0
φ2 = a′2 − . . . = 0

Reemplazando,

δJ = ∫ T

0
{[αa1 + ξ1(−l11 − 2c111a1 − (c112 + c121)a2 − f11γ)+

+ ξ2(l21 − 2c211a1 − (c212 + c221)a2 − f21γ)] δa1 +
+ [αa2 + ξ1(−l12 − 2c122a2 − (c112 + c121)a1 − f12γ)+
+ ξ2(−l22 − (c212 + c221)a1 − 2c222a2 − f22γ)] δa2

+ [βγ + ξ1(−e1 − f11a1 − f12a2 − 2g1γ) + ξ2(−e2 − f21a1 − f22a2 − 2g2γ)] δγ +
+ ξ1δa

′
1 + ξ2δa

′
2 + [ξ1(−d1) + ξ2(−d2)] δγ′

}
dt
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δJ = ∫ T

0
[αa1 + ξ1(−l11 − 2c111a1 − (c112 + c121)a2 − f11γ) +

+ ξ2(l21 − 2c211a1 − (c212 + c221)a2 − f21γ)− ξ′1
]
δa1dt + ξ1δa1|T0 +

+
∫ T

0
[αa2 + ξ1(−l12 − 2c122a2 − (c112 + c121)a1 − f12γ) +

+ ξ2(−l22 − (c212a1 + c221)a1 − 2c222a2 − f22γ)− ξ′2
]
δa2dt + ξ2δa2|T0 +

+
∫ T

0
[βγ + ξ1(−e1 − f11a1 − f12a2 − 2g1γ)+

+ ξ2(−e2 − f21a1 − f22a2 − 2g2γ)] δγ + (−d1)ξ1δγ|T0 + (−d2)ξ2δγ|T0 −

−
∫ T

0

[
ξ′1(−d1)δγ + ξ′2(−d2)δγ

]
dt =

= 0

Imponiendo las condiciones ξ1(T ) = ξ2(T ) = 0, y las condiciones iniciales δa1(0) =
δa2(0) = 0, δγ(0) = 0, se eliminan en la anterior ecuación, los términos ξ1δa1|T0 ,
ξ2δa2|T0 y ξ1δγ|T0 + ξ2δγ|T0 .
Haciendo además,

ξ′1 = αa1 + ξ1(−l11 − 2c111a1 − (c112 + c121)a2 − f11γ) +

ξ2(−l21 − 2c211a1 − (c212 + c221)a2 − f21γ)

ξ′2 = αa2 + ξ1(−l12 − 2c122a2 − (c112 + c121)a1 − f12γ) +

+ ξ2(−l22 − (c212 + c221)a1 − 2c222a2 − f22γ) (A.23)

Con las condiciones en el extremo T es posible asegurar la solución única de esta
ecuación que se integra hacia atrás desde T hasta 0.
Las integrales que contienen δa1 y δa2 se simplifican y la expresión para δJ resulta:

δJ = ∫ T

0

[βγ + ξ1(−e1 − f11a1 − f12a2 − 2g1γ)+

+ ξ2(−e2 − f21a1 − f22a2 − 2g2γ) + d1ξ
′
1 + d2ξ

′
2] δγdt (A.24)

En la determinación de un mı́nimo para la función de costo J , se busca que en
cada paso de cálculo, sea δJ < 0. Podemos establecer un valor umbral ε a partir
del cual δJ = εJ ∼ 0. Para asegurar lo anterior, necesitamos que el integrando de
(A.24) sea siempre negativo, luego:

δγ = −
[
d1ξ

′
1 + d2ξ

′
2 + βγ + ξ1(−e1 − f11a1 − f12a2 − 2g1γ)+

ξ2(−e2 − f21a1 − f22a2 − 2g2γ)] (A.25)
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Conocido δγ se calcula nuevamente la ecuación diferencial para los modos tem-
porales y se obtiene ã, que representa a los modos temporales correspondientes a
γ+δγ. Se evalúa entonces J(ã, γ+δγ) y lo comparamos con J(a, γ) hasta verificar

δJ = J(ã, γ + δγ)− J(a, γ) < ε

Implementación.

Para calcular la solución del sistema formado por las ecuaciones (A.21)(A.22),
el método es similar al que ya conocemos para resolver el sistema (4.21). Los
coeficientes de los términos asociados a las rotaciones pueden también estimarse
mediante identificación polinomial.

i. Para un valor de α y β relativos a la ponderación del costo del desprendimien-
to y del control respectivamente, calculamos la función de costo asociada para
cada caso de control, Jγ1 , Jγ2 , etc. Estos valores de la función J nos permiten
saber alrededor de qué velocidades se encuentra el mı́nimo. Seleccionamos
entonces la velocidad γi para la que J es mı́nima. Disponemos entonces de
un valor de J (0) = Jγi

.

ii. Con la solución a(0)(t) y con el valor de γi correspondiente podemos calcular
el sistema de ecuaciones para la variable adjunta ξ (A.23). A partir de este
resultado, podemos determinar δγ.

iii. El nuevo valor de γ(1) = γi + κδγ, donde κ es una constante de módu-
lo menor a 1. En nuestro trabajo consideramos sólo funciones de velocidad
constante. Introducimos este valor para resolver nuevamente las ecuaciones
(A.21)(A.22). Esto significa que consideramos que los coeficientes de las ecua-
ciones diferenciales no cambian en nuestro problema. Esto implica considerar
que los modos espaciales, asociados a los dos modos fluctuantes con los que
trabajamos, difieren poco cuando el cambio de velocidad es pequeño.

iv. Con el nuevo valor a(1)(t) podemos conocer J (1) y δJ . Si δJ > 0, debemos
recalcular γ(1) = γi − κδγ. En caso contrario, proseguimos con el cálculo de
γ(n) hasta la convergencia δJ (n) = ε.
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A.5. PROBLEMA DEL CÁLCULO DE VARIACIONES

168



Bibliograf́ıa

[1] Adrian R.J. Particule-imaging techniques for experimental fluid mechanics.
Annu. Rev. Fluid Mech., 23 :261 304, 1991.

[2] Adrian R, Conditional eddies in isotropic turbulence, Physics of Fluids,
November 1979 – Volume 22, Issue 11, pp. 2065-2070

[3] Akselvoll K. and Moin P. Large-eddy simulation of turbulent confined coan-
nular jets. J. Fluid Mech., 315 :387 411, 1996.

[4] Artana G., Desimone G. and Touchard G. 1999 Study of the changes in the
flow around a cylinder caused by electroconvection Electrostatics 99 (IOP
Publishing Ltd, Bristol Philadelphia) pp 147-152.

[5] Artana G., DiPrimio G., Desimone G., Moreau E. and Touchard G., Elec-
trohydrodynamic actuators on a subsonic air ow around a circular cylinder,
Proc. 4th AIAA Weakly Ionized Gases International Conference (Anaheim,
USA, June 2001) paper 2001-3056

[6] Artana G., Sosa R., Moreau E. and Touchard G., Control of the near-wake
flow around a circular cylinder with electrohydrodynamic actuators, Exp.
Fluids, 2003, 35, 580-588.

[7] Artana G., D’Adamo J., Leger L., Moreau E., Touchard G., Flow control with
electrohydrodynamic actuators, AIAA Journal, 40(9), 1773-1779, (2002).

[8] Aubry N., Holmes P., Lumley J.L., Stone E., The dynamics of coherent
structures in the wall region of a turbulent boundary layer, J. Fluid Mech.,
192:115-73

[9] Bennett A.F., Inverse Methods in Physical Oceanography, Cambridge Uni-
versity Press, 1992.

[10] Begueri Buquet M. , .Estudio experimental del flujo en una cavidad por tecni-
cas de seguimiento de imagenes de particulas”, Tesis de Ingenieŕıa, Facultad
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profondis, Universite de Poitiers, 2000

[16] Braud Caroline. Etude de la dynamique d’un ećoulement ac̀isaillements
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[74] Lesieur M. Turbulence and coherent vortices.(1993) En Computational Fluid
Dynamics, eds. M Lesieur, P. Comte, J. Zinn-Justin. Elsevier, New York.

[75] Likhanskii A. V., Shneider M. N., Macheret S., Miles R., Modeling of in-
teraction between weekly ionized near surface plasmas and gas flow, AIAA
2006-1204, 44 AIAA Sciences Meeting and Exhibit, Reno, Nevada, 2006.

[76] Lu X. Y., Sato J., A numerical study of flow past a rotationally oscillating
cylinder, J. Fluids Struct. 10, 829(1996)

[77] Lumley, J. L., The structure of inhomogeneous turbulence, in Atmospheric
Turbulence and Radio Wave Propagation, A.M. Yaglom and V.I. Tatarski,
eds., Nauka, Moscow, 1967, pp. 166-178.

[78] McLaughlin T. E., Munska M. D., Vaeth J. P., Dauwalter T. E., Goode J.
R. and Siegel S. G., Plasma-based actuators for cylinder wake vortex control
AIAA Meeting (Portland, USA, June 2004)

[79] Manneville P., Dynamique non lineaire et chaos, cours de DEA en Mecanique
. Laboratoire d’Hydrodynamique, Ecole Polytechnique.

[80] Mathelin L., Bataille F., Lallemand A., The effect of uniform blowing on the
flow past a circular cylinder, J. Fluids Eng., 124(2), p. 452-464, 2002.

[81] Mathelin L., Bataille F., Lallemand A., Near wake of a circular cylinder
submitted to blowing. Part I: boundary layers evolution, Int. J. Heat Mass
Transfer, 44(19), p. 3701-3708, 2001.

[82] Mathelin L., Bataille F., Lallemand A.,Near wake of a circular cylinder sub-
mitted to blowing. Part II: impact on the dynamics, with F. Bataille and A.
Lallemand, Int. J. Heat Mass Transfer, 44(19), p. 3709-3719, 2001.

[83] Meier G. E. A., Schnerr, G. H., Control of flow instabilities and unsteady
flows, Springer-Wien, 1996.

[84] Meyer C., Matrix Analysis and Applied Linear Algebra, SIAM, Philadelphia,
2000.

[85] Mittal S., Kumar B., Flow past a rotating cylinder, Journal of Fluid Mecha-
nics, 2003, vol 476, pp 303-334. Cambridge Univ Press.

[86] Moreau E., Airflow control by non-thermal plasma actuators 2007 J. Phys.
D: Appl. Phys. 40 605-636.

175



BIBLIOGRAFÍA
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