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Resumen

En este proyecto se le presenta al lector un método para la construcion de un modelo
matematico teorico del modo longitudinal de una aeronave, capaz de describir el compor-
tamiento de ésta mediante el calculo de las derivadas de estabilidad.

Ademas de la presentacion de dicho método hay una aplicacion practica de éste sobre un
“Unmaned Aerial Vehicle” (UAV), del cual se quiere conocer sus funciones de transferencia
para contruir un sistema de control adecuado.
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Overview

A method for the construcion of a theoretical mathematical model of the longitudinal mode
of an aircraft is presented in this project. This model is able to describe the behaviour of
the aircraft using the stability derivatives.

In addition to the presentation of this method there is a practical application on a “Unmaned
Aerial Vehicle” (UAV), from which we want to know its transfer functions in order to build a
proper control system.
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INTRODUCION

Hoy en dia es de gran importancia que los aviones dispongan de un buen piloto automatico
gue facilite el trabajo del piloto y haga que el mundo de la aviacion sea mas seguro. Este
hecho se hace imprescindible si vamos a trabajar con “Unmaned Aerial Vehicles” (UAV).

Para poder equipar un piloto automatico a un UAV, y para que éste sea efectivo, debemos
conocer las caracteristicas de vuelo (es decir, las funciones de transferencia) del UAV en
cuestion.

El objetivo principal de este proyecto se centra en la obtencion de las funciones de trans-
ferencia de un UAV para el modo longitudinal. Para ello vamos a constriur un modelo del
UAV a partir del comportamiento fisico del sistema.

Para conseguir nuestro objetivo final hemos tenido que realizar unos pasos determinados,
las cuales se describen en este documento estructurados en tres capitulos diferentes.

El primer capitulo se desarrollan las ecuaciones matematicas que rigen el comportamiento
fisico del sistema y se identifican las incognitas a calcular para conseguir nuestro objetivo
final, denominadas “derivadas de estabilidad”.

En el segundo capitulo se hace un estudio detallado de estas derivadas de estabilidad y
se calculan.

Y por Gltimo en el tercer capitulo se obtienen las funciones de trasferencia para el modo
longitudinal del UAV estudiado.

La realizacion material de este proyecto se ha visto facilitada por la aportacion de Xavier
Prats i Menéndez, profesor de la EPSC, quien escribio los ficheros necesarios para la
utilizacion del programa de edicion IATEX, el cual ha hecho posible que el texto tenga un
aspecto agradable.
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CAPITULO 1. DINAMICA LONGITUDINAL

1.1. Ecuaciones del movimiento

Las ecuaciones del movimiento de una aeronave se obtienen de aplicar la segunda ley de
Newton, la cual relaciona el sumatorio de fuerzas externas y momentos con las acelera-
ciones lineales y angulares del sistema. Para poder deducirlas primero hay que definir un
sistema de ejes y tener en cuenta ciertas hipotesis:

1. El centro del sistema de ejes es el centro de gravedad del aeronave. Los ejes OX 'y
OZ estan en el plano de simetria del aeronave, y Jyy = Jy, = 0.

2. La masa de la aeronave es constante durante la condicion de vuelo estudiada.
3. El aeronave es un solido rigido.
4. La Tierra es un sistema de referencia inercial.

5. Las variaciones respecto del equilibrio son pequefias, el producto de las variacio-
nes sera pequefio en comparacion con las variaciones y podran despreciarse, y la
hipotesis de los angulos pequefios podra aplicarse a los angulos entre los ejes de
equilibrio y los de variaciones.

Lift (positive upwards)
Drag F
(positive rearwards)

=

Thrust
(positive forwards)

Figura 1.1: Ejes Aeronave

Una vez definidas las hipotesis que vamos a tener en cuenta para el desarrollo de las
ecuaciones del movimiento aplicamos las leyes de Newton que relacionan el sumatorio
de fuerzas externas con la derivada del momento y el sumatorio de momentos externos
con la derivada del momento angular,

> F=—(mw) (1.1)
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T M= %(H)L (1.2)

donde || indica que la derivada del vector es respecto a un sistema inercial. Las fuerzas
y momentos externos consisten en fuerzas y momentos de equilibrio y sus cambios los
cuales provocan perturbaciones de esta condicion de equilibrio. Entonces,

SF=YF+YAF

ZM:ZM°+ZAM (1.3)

donde Y Fo y Y Mg son los sumatorios de las fuerzas y momentos de equilibrio. En el
analisis dinamico que vamos a realizar, el aeronave esta siempre en equilibrio antes de
gue se introduzca una perturbacion (por ejemplo, por una superficie de control). Enton-
ces, > Fo y > Mg son cero. Bajo estas condiciones, las ecuaciones 1.1y 1.2 se pueden
reescribir como indican las ecuaciones 1.4y 1.5

S AF = %(m\/r)}l (1.4)

S AM = %(H)L (1.5)

A continuacion vamos a considerar el movimiento de la aeronave con respecto a la Tierra.
Asumiendo la segunda y cuarta hipbtesis podemos reescribir la ecuacion 1.4 como,

d

S AF = m&(VT)] ] (1.6)

Ahora es necesario obtener una expresion para la derivada del vector velocidad con res-
pecto a la tierra. Para ello hemos de tener en cuenta que el vector velocidad rota mientras
también cambia en magnitud. Este hecho nos hace utilizar la expresion para la derivada
total de un vector,

dvfy d\r
W E—].VTW—F(A)XVT (17)
donde
1VT%—\':r =iU+jV+Kkw (1.8)
y

wxVr =i(WQ-VR) + j(UR-WP) +k(VP—-UQ) (1.9)
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Usando las ecuaciones 1.8y 1.9 y separando  AF en sus componentes (X, Y, z), obtene-
mos las ecuaciones de fuerzas lineales del movimiento:

y AR =m(U +WQ-VR)
> AR, =m(V +UR—-WP) (1.10)
S AF, = m(W +VP-UQ)

Para obtener las ecuaciones del movimiento angular, es necesario volver a la ecuacion
1.5, de la cual primero tendremos que obtener una expresion para H. Por definicion, H es
el momento angular de un cuerpo que gira. Para ello vamos a considerar un diferencial
de masa dmdel cual su momento debido a la velocidad angular w es igual a la velocidad
tangencial de dmcon respecto al centro instantaneo de rotacion. La velocidad tangencial
puede expresarse como un producto vectorial (ver 1.11)

\/tan: W X R (111)

Entonces el diferencial de momento resultante puede expresarse como:

dM = (wxr)dm (1.12)

Y por tanto el diferencial del momento angular sera el producto vectorial de dM por el
brazo de palanca,

dH=r x (wxr)dm (1.13)

Pero H = [ dH sobre la masa de todo el aeronave. Asi

H= /r X (wxr)dm (1.14)

donde
w=iP+jQ+kR

r=ix+jy+kz

Resolviendo la integral 1.14 obtenemos la expresion de H que, separada en sus compo-
nentes es

Hx = I:)lx - R\l(Z
HZ: RIZ— P‘JXZ

Una vez tenemos una expresion para H podemos resolver la ecuacion 1.5. Dado que
H puede cambiar en magnitud y direccion, utilizaremos de nuevo la expresion para la
derivada total de un vector:
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ZAM:lH(iTTJFwXH (1.16)
donde
dH . . . o ) )
Lugr = i(Plk—RJ2) +j(Qly) + k(R —Plg) (1.17)
y
WxH= i(QHz—RHy>+j(RHx—sz>+k(PHy_QHx> (1.18)

Usando las ecuaciones 1.17 y 1.18 y separando Y AM en sus componentes (X,Y,Z) ,
obtenemos las ecuaciones angulares del movimiento:

Y AL = Ply— R+ QR(I;— ly) —PQJ,
Y AM = Qly + PR(Ix— 1) + (P? = R?)Jy, (1.19)
Y AN = Rl — P+ PQ(ly — Ix) + QRJ,,

1.2. Ecuaciones longitudinales del movimiento

Las ecuaciones 1.10 y 1.19 describen el comportamiento de una aeronave rigida como un
sistema de seis ecuaciones no lineales. Dado que este proyecto se centra Gnicamente en
la identificacion del modo longitudinal del aeronave sera necesario extraer las ecuaciones
correspondientes y linealizarlas para poder obtener una solucion analitica de estas sin la
ayuda de un ordenador.

Para extraer las ecuaciones correspondientes al modo longitudinal hemos de considerar
gue el aeronave realiza un vuelo no acelerado recto y nivelado y que este sera perturbado
por deflexiones del elevador. Estas deflexiones generaran un momento de cabeceo sobre
el eje QY, provocando una rotacion sobre este eje que eventualmente genera un cambio
en F y F, pero que no genera momento de alabeo o guifiada ni cambios en Fy; Asi
P=R=V =0y las ecuaciones de y ARy, 5 AL y 5 AN pueden ser eliminadas. De esta
manera se obtiene como resultado las ecuaciones longitudinales del movimiento para
P=R=V=0:

Yy AR =m(U +WQ)
Y AF, =mW -UQ) (1.20)
5 AM = Qly

El otro juego de tres ecuaciones nos caracteriza el modo lateral, que no va a ser tratado en
este proyecto. De ahora en adelante nos centraremos en la expansion de las ecuaciones
longitudinales del movimiento.

Anteriormente, hemos definido las componentes de las velocidades lineales y angulares
como U,V,W,P,Qy R Como estos valores incluyen un valor de equilibrio y el valor del
cambio con respecto a esta condicion de equilibrio, los podemos expresar como:
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U=Uo+u P=PR+p
V=Vo+v Q=Qu+q (1.21)
W=Wp+w R=Rg-+r

donde Ug, Vo, Wp, Po, Qo ¥ Ro, son los valores de equilibrio y u,v,w, p,qy I, son los cam-
bios en estos valores de equilibrio debidos a perturbaciones. En la seccion 1.1. hemos
definido un sistema de ejes donde el eje OX ha sido tomado hacia adelante, pero no se
ha especificado la orientacion exacta. Para definir ésta alinearemos el eje OX con la di-
reccion de equilibrio del vector velocidad de la aeronave, hecho que supone que Wo =0
(ver figura 1.2).

En la figura 1.2 los ejes Xg, Ye y Zg son los ejes de referencia de la Tierra; Xg, Yo y Zg son
los de equilibrio de la aeronave; y X,Y” y Z son los de perturbaciones de la aeronave.
Este conjunto de ejes recibe el nombre de “ejes de estabilidad”, y van a ser usados en
todo el analisis dinamico que sigue.

Horizontal

99

Y

Zy Zyg
Down

Figura 1.2: Ejes Estabilidad

Como se puede ver el la figura 1.2, ©Og y Yo se miden desde la horizontal hasta el eje de
estabilidad Xg. Usando los ejes de estabilidad, Og y Yo son iguales. Como el cambio en
©, que es igual a 0, esta provocado por una rotacion sobre el eje Y, entonces = 6.

Bajo las condiciones anteriores U = Ug+ u, W = w, y, como Ug es una constante, U=
uy W = . Como la aeronave inicialmente esta en vuelo no acelerado, Qo debe ser
cero; entonces Q = Q. Haciendo estas sustituciones (y asumiendo la quinta hipotesis) las
ecuaciones del movimiento longitudinal de la ecuacion 1.20 pueden reescribirse como

Y ARy = m(u) _
> AF; = m(W—Upq) = m(w—UgB) (1.22)
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Ahora es necesario expandir las fuerzas y momentos aplicados y expresarlos en funcién
de los cambios en las fuerzas y momentos que son resultado de las perturbaciones. Estas
fuerzas son de origen aerodinamico y gravitacional.

Las fuerzas en la direccion X son funcion de U,W,W,® y ®. Entonces la ecuacion dife-
rencial de K, puede expresarse como

OFy

oF oF oF
S dRc=ZXdU+ T Xgo 4 I

OF; - :
a—WdW+ aWdW+ %d@+ 35 do (1.23)

Teniendo en cuenta la quinta hipotesis, las derivadas parciales son lineales y entonces los
diferenciales pueden ser sustituidos por incrementos, dU = AU, etc. Pero como U, W, etc.,
representan los cambios en los parametros, podemos hacer la sustitucion u = AU, etc.
Entonces la ecuacion 1.23 puede expresarse como

oF oF oF . OF oF ,:
ZAFX:a—JU—f—a—V\)/(W—l—a—VCW—f—a—eX +a—-exd6 (1.24)

A continuacion nuestro objetivo es adimensionalizar la ecuacion 1.24. Para ello multipli-
camos y dividimos los tres primeros términos de la ecuacion 1.24 por Ug, convirtiéndose
en

_ . OR U oFR w o W OF oF¢ -

Los cocientes adimensionales Uio, U—"‘(’) y U—"‘(’) los definimos como

u .
U—O—U
W,
U—O_a
W
U—O—(X

Sustituyendo estos valores en la ecuacion 1.25 obtenemos

OF,  OF.  OF. OF. OF;

como

oF oF OF, _ OF _
Uogg = do/U; — do — da Yaaue da — 1 (1.27)

de la ecuacion 1.22
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(U _U_ .
ZAfX_ mu = mu (Uo) = mUoUO =mUgl

Sustituyendo esta expresion para y Ak en la ecuacion y dividiendo por Sq la ecuacion
1.25 se convierte en

(1.28)

m,  UodFc 1 0Fx
Sq Sqadu

10F, 10F, 10FR; Fa
T Sqoa " Sqoa - Sqae . Sqee - Sq (29

donde K4 es una fuerza aerodinamica cuyo origen se explicara posteriormente, Ses la su-
perficie alar y q es la presion dinamica. El término %—%(, hace referencia a las componentes
de la gravedad, y en la direccion X es igual a —mgco® (ver figura 1.3).

Horizon

Figura 1.3: Componentes de la gravedad en los ejes de la aeronave

Sustituyendo este término y multiplicando y dividiendo el cuarto y sexto término por ZULO la
ecuacion 1.29 se convierte en

MUy UYodBq,  10Rey ¢ (1) (o) dFy
Sq Sq ou Sqda 2Up \ Sq c oa

(2.30)
m 1 2o\ Rk Fa
—i——Sg(CO@)G— 2—00 <_Sq> (TO> 3'9—9 —Sq Can

Una vez adimensionalizada la ecuacion 1.24 podemos sustituir todos los términos introdu-
cidos por coeficientes adimensionales. Estos coeficientes reciben el nombre de “derivadas
de estabilidad” (ver cuadro 1.1). Introduciendo estos coeficientes la ecuacion 1.30 se con-
vierte en

mUy.. . , C .- C :
S—L(;O,U — Cxuu — Cxqa — ﬁocxau — C\N(COQ)G — ﬁoque = Can (131)

Del mismo modo podemos obtener las ecuaciones para F, y M. La ecuacion F, puede
escribirse como

S AR, = %—Ezu+ %er %v\w Fzg, Fegy

90 96 (1.32)
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Multiplicando y dividiendo los tres primeros términos por Ug y usando los cocientes adi-
mensionales definidos anteriormente, la ecuacion 1.32 se convierte en

OF,  OF,  OF,  OF, OF
> AF; =Uo U+ 5 o+ =8 +%e+£de (1.33)

de la ecuacion 1.22

Z AF, =m(w— er) (UBUO — er) = mUgtl — mer (1.34)
0

Sustituyendo esta expresion para Y AF;,, dividiendo por Sqy usando los coeficientes
correspondientes del cuadro 1.1 la ecuacion 1.33 se convierte en

iy
Sq

c o m
- ﬁOczd) A — Crt + <——U° czq) 6 — Cy(SiN®)0 = Crza

~Cai+ ( Sq 20
(1.35)

La ecuacion de momento puede escribirse como

oM oM oM . oM
ZAM_ﬁqua_wWJra_w a—ede (1.36)

Notese que ae = O si todos los demas parametros se mantienen constantes.

Multiplicando y dividiendo los tres primeros términos por Ug, la ecuacion 1.36 se convierte
en

oM, oM, OM,. a—MdG (1.37)

ZAM:anuU—l- 0ua+0d 30

De la ecuacion 1.22, Y AM = Iyé, y dividiendo por Sqcy usando los coeficientes corres-
pondientes del cuadro 1.1 la ecuacion de momento se convierte en

| .
CondU— = g8l — G0+ 28— =~ Crng = Cma (1.38)

2Up Sgc 22U

Las ecuaciones 1.31, 1.35 y 1.38 son las ecuaciones longitudinales del movimiento para
la aeronave. Estas ecuaciones son adimensionales, y por ello todos los angulos y sus
derivadas deben estar en radianes.

En el desarrollo de las ecuaciones longitudinales del movimiento hemos introducido las
derivadas de estabilidad. En el siguiente capitulo expondremos las ecuaciones y el origen
de dichas derivadas.
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| Simbolo | Definici 6n

Ug 0
Cu o

1 0k
Cxa §]6_0;(
Cw -

1 (2 oF

Ca | (%)%
U oF,
Cu Sqou
1 0F
Cu Sqaa

. 1 (2Ug) 0F
Ca | 5 <T> %

1 (2Ug) OF

Czq Sq (T) ¥
Up oM
Cru Sqcau
Uy oM
Crna Sqeda

C 1 (2| oM
mq Sqc\ ¢ 00

Cuadro 1.1: Definiciones para las derivadas de estabilidad longitudinales
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CAPITULO 2. DERIVADAS DE ESTABILIDAD

2.1. Derivadas de estabilidad. Modo longitudinal

En el desarrollo de las ecuaciones longitudinales del movimiento en el capitulo 1 en la sec-
cion 1.2., cuando hemos expandido las fuerzas y momentos no hemos tenido en cuenta
las derivadas parciales con respecto a U, mientras que las derivadas parciales con res-
pecto a W si que se han tenido en cuenta. Esto se basa en que hemos considerado el
aire como un fluido cuasiestatico. El fluido cuasiestatico asume que la circulacion de aire
alrededor de la aeronave cambia instantaneamente cuando la aeronave es perturbada del
equilibrio.

Como resultado de esta hipotesis, todas las derivadas en funcion de las tasas de cambio
de velocidades son omitidas excepto las que hacen referencia a W, las cuales se tienen
en cuenta debido a los efectos del “downwash” en el estabilizador horizontal. Igualmente
las tasas de cambio del movimiento de las superficies de control son desprecidas por la
misma hipotesis.

El downwash es causado por los vortices de las puntas de las alas. El resultado de es-
te sistema de vortices es inducir un componente hacia abajo de la velocidad al flujo de
aire, que se refiere como downwash. Las velocidades de downwash varian en funcion
de la distancia al fuselaje, pero como la envergadura del estabilizador horizontal es pe-
guena en comparacion con la del ala, podemos considerar que la velocidad de downwash
experimentada por el estabilizador horizontal es constante sobre toda su envergadura.

El efecto del downwash es reducir el angulo de ataque del estabilizador horizontal, gene-
rando un cambio en la sustentacion y asi en las fuerzas en el eje Z y en el momento de
cabeceo. Por eso, las derivadas parciales en funcion de W(a) deben ser incluidas aunque
consideremos el aire como un fluido cuasiestatico. Como hemos dicho anteriormente, la
conservacion de las derivadas en funcion de W no contradice la hipotesis del fluido cua-

siestatico.

Una vez explicada la inclusion de las derivadas parciales en funcion de la velocidad ver-
tical, W, es momento de centrarse en el resto de derivadas de estabilidad. Normalmente
Cxa Y Cxq son despreciables:

e C,4 es el efecto de la tasa de cambio del angulo de ataque provocado por W en la
fuerza en el eje X. En el parrafo anterior hemos indicado que esta tasa de cambio
del angulo de ataque del ala tiene como resultado el cambio del angulo de ataque
del estabilizador horizontal, cambiando su sustentacion y su resistencia aerodinami-
ca (“drag”). Este cambio en el drag representa la parte mas importante del cambio
de fuerza en el eje X. Como el drag del estabilizador horizontal es mucho mas pe-
gueno en comparacion con el del resto de la aeronave, cualquier cambio en este
drag es despreciable.

e De la misma manera, una velocidad de cabeceo 6 también provoca un cambio en
el angulo de ataque del estabilizador horizontal, y al igual que en el caso de q, el
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cambio en el drag resultante de 0 puede despreciarse. Es por esto que tanto Cyg
como Cyq van a ser despreciadas.

Cxu es el cambio en la fuerza en el eje X provocado por un cambio en la velocidad hacia
adelante. La fuerza en el eje X, cuando la aeronave esta en equilibrio con Wp = O, depende
del empuje y del drag. El vector de empuje puede no estar alineado con el vector velocidad
de la aeronave, pero el angulo existente entre los dos vectores normalmente es pequefio.
Asi, usando la hipotesis de los angulos pequenos, el coseno del angulo sera 1. Entonces:

2
Fx:T—D:T—CDp—UOZS (2.1)

Derivando en funcion de U, manteniendo los demas parametros constantes, la ecuacion
2.1 se convierte en

oF T 0Cp Uo?S

Multiplicando la ecuacion 2.2 por % para obtener el coeficiente adimensional, ésta se
convierte en

XU = %%—B -2Cp —Uoig:—lf’
(2.3)

Siel Mach<0,6:>a§—520

C,y es el cambio en la fuerza en el eje Z provocado por un cambio en la velocidad hacia
adelante. La componente de empuje en el eje Z es mucho mas pequefia gue la sustenta-
cion, entonces ésta puede ser despreciada. Ast:

Up2S
F,=—L= —CLpOT (2.4)
Derivando la ecuacion 2.4 en funcion de u
oF, 0CL Ug%S
_c_ _ —_—=p—=" 25
3 CLpUoS u P2 (2.5)

Multiplicando por % para obtener el coeficiente adimensional, la ecuacion 2.5 se convierte
en

Up 0F; aC
(:ZU _ Yo — :Z( :I UO L

Siel Mach<0,6:>%%20
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Cmu es el cambio en el momento de cabeceo provocado por un cambio en la velocidad
hacia adelante. Este término principalmente es resultado del empuje y de los vortices de
la hélice (“slipstream”):

dr 0T
Cou= T2
MU e au

(2.7
Cxa es el cambio en la fuerza en el eje X provocado por un cambio en O (causado, a su
vez, por un cambio en w). Debido a que los ejes de la aeronave estan fijos a ésta, una
perturbacion de la velocidad vertical produce sendos vectores de sustentacion y drag que
no son perpendiculares ni paralelos al eje X respectivamente (ver figura 2.1).

L S
O
Wied 5

__________________ VT

Figura 2.1: Orientacion de los vectores de sustentacion y drag después de una perturba-
cion que provoco una velocidad vertical

De esta manera, para encontrar la aportacion de la sustentacion y el drag a las fuerzas
en el eje X sera necesario encontrar sus componentes en dicho eje através del angulo .
Entonces:

F« = Lsina — Dcosh (2.8)

Derivando la ecuacion 2.8 en funcion de o

O _ L i+ Lcost — 22 costr + Dsine (2.9)
da ~ da da |

Las derivadas parciales deben ser evaluadas en la condicion de equilibrio, o lo que es lo
mismo, cuando’a = 0. Entonces la ecuacion 2.9 se convierte en

B\ _;_oD_,|_aD
(%)eo=t 8=t

da __
yaqueg, =

(2.10)

Multiplicando por %1 para obtener el coeficiente adimensional, la ecuacion 2.10 se con-
vierte en

1 0K oCp
= __2_C - = 211
xa Sqada -7 a (2.11)
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Cz es el cambio en la fuerza en el eje Z con el angulo de ataque. Este término es muy
parecido a Cyy. Si observamos la figura 2.1, la nueva fuerza en el eje Z sera:

F, = —Lcost — Dsina (2.12)

Derivando la ecuacion 2.12 en funcion de o

oF, oL 3 ., ob ., i
o _—%cosquLsmu—%sma—Dcosa (2.13)

Evaluando la ecuacion 2.13 sobre su condicion de equilibrio (o = 0) y multiplicando por
éq para obtener el coeficiente adimensional obtenemos

Cma es el cambio en el momento de cabeceo provocado por un cambio en el angulo de
ataque. Este término determina la estabilidad estatica longitudinal de la aeronave y debe
ser negativa para que la aeronave sea estaticamente estable (es decir, la aeronave tien-
de a retomar su condicion de equilibrio después de una perturbacion). Un Cyq negativo
significa que a medida que el anglo de ataque incrementa positivamente, el momento de
cabeceo se hace mas negativo, tendiendo a disminuir el angulo de ataque.

0Cm _ dCndG.

Cma = 54 ~ dC_ da

(2.15)

donde g—g“ es el margen estatico: La distancia entre el punto fijo neutro de control y el

centro aerodinamico, dividida entre la cuerda aerodinamica media.

Cma es el efecto de la tasa de cambio del angulo de ataque provocado por w en el coe-
ficiente del momento de cabeceo. Esta derivada proviene del tiempo requerido por el
downwash del ala en alcanzar la cola:

de

T (2.16)

d o
Cna = —2[%} hr]th(xach_)_(cg)

donde

° [%—%} A es la pendiente del coeficiente de sustentacion en funcion del angulo de
ataque.

® N, es el cociente entre la presion dinamica en el estabilizador horizontal y la del ala
(tomando en cuenta el efecto de la hélice).

° V_h es el coeficiente de volumen del estabilizador horizontal.
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® Xach €s la posicion del centro aerodinamico del estabilizador horizontal entre la cuer-
da del ala.

° ng es la posicion del centro de gravedad de la aeronave entre la cuerda del ala.

° g—é es el gradiente del downwash en el estabilizador horizontal.

Notese que en la ecuacion 2.16 hemos asumido que la Gnica contribucion importante en
esta derivada de estabilidad es la del estabilizador horizontal.

C es el efecto de la tasa de cambio del angulo de ataque causado por W sobre la fuerza
en Z. Esta derivada proviene por el mismo motivo que Cpy y su ecuacion la podemos
obtener a partir de la de Cpy, dividiendo ésta por una longitud adecuada para obtener
un coeficiente de fuerza a partir de un coeficiente de momento. Esta longitud es |y, la
distancia entre el punto que esta a un cuarto de la cuerda aerodinamica media del ala y el
punto que esta a un cuarto de la cuerda aerodinamica media del estabilizador horizontal
(Ver la figura 2.2).

1 CR e

/
/
S
W
T -

Figura 2.2: Parametros geométricos para la localizacion del estabilizador horizontal

Para obtener el coeficiente adimensional, éste es multiplicado por la cuerda aerodinamica
media, C.

C

Czd =
Ih

Cra (2.17)

Cmg es el efecto en el momento de cabeceo debido a 6. Proviene de la curvatura de la
trayectoria de vuelo, la cual provoca cambios en el angulo de ataque del estabilizador
horizontal.

Giq = Cinq| 3 +Cing| i (2.18)

donde:
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A3tar? A4 3
AB+6Cos\c/s ' B

w/paraM=0 [ AdtarfA¢/ 3
A+6COAc/4

S

Cmq] ho —2 [(jj—c;_] hn WV h(Xach— Xcg)

Czq es el cambio en la fueza en el eje Z provocado por la velocidad de cabeceo. Como en
el caso de C, esta derivada de estabilidad se puede obtener de Cyq multiplicando por
C .

. Asi:

Ih

C

Czq= Cmnq (2.19)

Ih

Cma es el efecto en el momento de cabeceo resultante del movimiento de una superficie
de control externa. En el caso que estamos estudiando, esta superficie es el elevador.
Para una aeronave con elevadores convencionales:

Cma - Cn«ﬁeée (220)

donde C, ¢ €s la efectividad del elevador y se calcula a partir de la ecuacion 2.21

Cise = (35e)Cmin (2.21)

Las ecuaciones para calcular (8se) Y Cmin Se expondran mas adelante.

Ck,aes el efecto en la fuerza en el eje Z debido a la deflexion del elevador.

c

Can = Cméeae (2-22)

Ih

Ckxa €s el efecto en la fuerza en el eje X debido a la deflexion del elevador. Esto supo-
ne un cambio en el drag provocado por las deflexiones del elevador y normalmente es
despreciable.

2.2. Calculo de las derivadas de estabilidad

2.2.1. Condiciones

Para poder calcular las derivadas de estabilidad primero de todo hemos de determinar
bajo que condiciones las vamos a calcular. Estas condiciones las vamos a dividir en dos
grupos: Caracteristicas de la aeronave y condiciones de vuelo, expuestas a continuacion:
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2.2.1.1. Caracteristicas de la aeronave

En este proyecto vamos a modelar el modo longitudinal del UAV que esta desarrollando
el grupo de trabajo del proyecto ICARUS de la EPSC. Este UAV parte del fuselaje de un
avion de radio control Megastar XL-120 al que se le ha equipado con todo lo necesario
para que sea capaz de realizar vuelos autbnomos.

Figura 2.3: Megastar XL-120

A continuaciébn vamos a detallar las caracteristicas fisicas del UAV que necesitaremos
para calcular las derivadas de estabilidad.

El ala tiene un perfil alar NACA 0012, perfil simétrico con un espesor maximo igual al 12 %
de la cuerda del ala. Tiene las caracteristicas siguientes:

e Envergadura (b): 240cm
e Superficie alar (S): 9800cn?
e Cuerda aerodinamica media (C): 41cm
e Cuerda maxima (¢;): 41cm
e Cuerda del perfil en la punta del ala (¢;): 41cm
e Angulo de flecha en el borde de ataque (ALg): 0°
e Alargamiento (A): A= b—Sz = 5,87
1

Estrechamiento (A\): A = & =

El estabilizador horizontal es una pieza de madera plana de la cual consideramos que va
a tener un comportamiento aerodinamico igual al perfil simétrico NACA de menor espesor,
un NACA 0006. Sus caracteristicas son las siguientes:

e Envergadura (b): 859cm
e Superficie alar (S): 2093 8 cn?
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Cuerda aerodinamica media (Cp): 24,2cm

Cuerda maxima (¢;): 20,8 cm

Cuerda del perfil en la punta (c;): 27,95cm

Angulo de flecha en el borde de ataque (ALg): 9,45°

Alargamiento (An): A= b—52 = 3,53

Estrechamiento (An): Ap = & = 0,7

El fuselaje es una caja recta de contrachapado ligero. Un parametro que necesitaremos
para calcular las derivadas de estabilidad es el diametro equivalente del fuselaje (df). En
nuestro caso tenemos un fuselaje recto que va disminuyendo su area transversal hacia la
cola del UAV.

Para calcular el diametro equivalente se calcularan dos areas en la zona del encastre
(a la altura de los bordes de ataque y salida) y nos quedaremos con la media de éstas.
Entonces se hallara el diametro de un circulo que tenga esta misma area.

e Diametro equivalente del fuselaje (d;) = 18,3cm

El tren de aterrizaje es fijo, es decir, esta siempre bajado. Esta situacion provoca cambios
en las fuerzas y momentos que deben aparecer en las ecuaciones longitudinales del mo-
vimiento. Sin embargo, ya que podemos considerar que la aeronave esta en equilibrio con
el tren de aterrizaje abajo, entonces este efecto no lo vamos a tener en cuenta.

Por Gltimo, es necesario agregar que el UAV tiene un motor de hélice, la cual tiene un
diametro (Dp) de 50,1 cmcon una potencia méaxima de 4,2 HP a 7500rpm.

2.2.1.2. Condiciones de vuelo

Para el calculo de las derivadas de estabilidad es necesario determinar sobre qué condi-
ciones de vuelo vamos a realizar dicho calculo, ya que en funcion de las condiciones las
derivadas tendran valores diferentes.

Las condicones que debemos tener en cuenta son: la altitud, el nimero de Mach, el nime-
ro de Reynolds, el peso del UAV, la posicion del centro de gravedad y la fase de vuelo que
vamos a estudiar (despegue, aterrizaje, crucero, etc.).

e Altitud. Se considerara que el UAV volara entre 0 y 100 metros.

e NUmero de Mach. Dado de que no disponemos de datos reales de la velocidad de
vuelo del UAV hemos asumido una velocidad de 60 Km/h (16,66 m/s). Entonces el
nimero de mach sera:



Derivadas de Estabilidad 21

v
M=_— =0,05 2.23
. (2.23)

Donde C; es la velocidad del sonido, y teniendo en cuenta que estamos volando a
nivel del mar, ésta tiene un valor de 340 3m/s.

e Nimero de Reynolds.

_ pslVeC
MsL

Re —=0,47114«1C° (2.24)

Este valor es el que corresponderia segin la velocidad y caracteristicas de nuestro
UAV, pero dado que no disponemos de datos aerodinamicos del perfil alar para
dicho Reynolds, vamos a suponer el valor es de 3- 106, correspondiente al mas
bajo para el cual tenemos datos aerodinamicos. Segun la bibliografia consultada

para estos rangos de Reynolds no deberia haber mucha diferencia entre usar un
valor u otro.

e Peso. El UAV tiene un peso de 7,05kg.

e Posicion del centro de gravedad. La posicion del centro de gravedad la hemos ob-
tenido experimentalmente mediante la técnica del pesado y balanceado.

Diatum

X

*

Xz

Figura 2.4: Pesado y balanceo
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Para realizar el pesado y balanceado hemos de elevar el UAV por dos puntos dife-
rentes. En nuestro caso hemos decidido que estos puntos seran el tren de aterrizaje
delantero y el trasero.

También necesitamos saber la distancia existente entre los puntos de alza. Para ello
hemos de determinar un punto de referencia para medir las distancias (denominado
datum. Se decidi6 que el datum sera el extremo del eje de la hélice.

Una vez tenemos la distancia correspondiente a cada punto de alza calculamos
el momento multiplicando el peso existente en el punto de alza por la distancia
correspondiente. A continuacion sumamos los momentos para obtener el momento
total.

Por dltimo, dividimos el momento total por el peso total del UAV para obtener la
posicion del centro de gravedad.

ltem | Peso (kg) | Brazo (cm) | Momento (cmKkg | CG (cn) |
Ruedas principales 6,4 46 294 4 -
Rueda trasera 0,65 178 3 1159 -
Total 7,05 - 4103 582

Cuadro 2.1: Calculo del centro de gravedad

Tras realizar este procedimiento obtenemos que la posicion del centro de gravedad
esta a Xcg = 58,2 cmdel datum.

e Fase de Vuelo. Vamos a estudiar el UAV cuando esta en crucero, es decir, vuelo
recto y nivelado.

2.2.2. Calculo de las derivadas de estabilidad

2.2.

Una vez determinadas las condiciones que vamos a tener en cuenta ya se pueden calcular
las derivadas de estabilidad utilizando las féormulas desarrolladas en la seccion 2.1. Pero
antes de empezar a calcular las derivadas vamos a realizar unos calculos previos que
utilizaremos para calcularlas:

2.2.2.1. Calculo de la potencia disponible

Cuando hemos hablado de las caractiristicas de la aeronave hemos dicho que el motor
tenia una potencia de 4,2 HP a 7500rpm. Esta potencia es la del eje del motor, SHR,,
que difiere de la que el motor transforma en empuje, la potencia disponible.

Para calcular la potencia disponible hemos de tener en cuenta el rendimiento de la hélice
(Np), el rendimiento de la transmision (Ngear), la relacion de recuperecion de presion en la
zona de admision de aire para un flujo incompresible (Nini /inc). la potencia del motor que se
desvia para alimentar otros subsitemas de la aeronave, Peyi (Sistema eléctrico, hidradlico,
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pneumatico, etc.) y la potencia del eje del motor. Todos estos términos se relacionan
mediante la ecuacion 2.25

Pav = [(ninl/inCSH Rwv — Pextr)NplNgear (2.25)

donde:

e Np = 0,75 (Valor asumido en base a hélices similares).

® Ngear = 1, ya que la transmision por el eje es directa, es decir, el motor carece de
caja de transmision.

® Nini/inc = 0,98, dato obtenido de la bibliografia consultada para motores con aspira-
cion normal.

e Paoxir = 0, ya que en el UAV no se deriva potencia para otros subsistemas, toda ella
se utiliza para generar empuije.

e SHRy = 4,2HP, dato obtenido de la informacion proporcionada por el fabricante
del motor.

P, = 3,087THP

2.2.2.2. Calculo de nNp

Es el cociente entre la presion dinamica en el estabilizador horizontal y la del ala, tomando
en cuenta el efecto de la hélice. La presion dinamica en el ala y en el estabilizador hori-
zontal deberia ser la misma, pero esto no es asi al tener en cuenta que la hélice acelera
el aire, creando una corriente mas rapida tras de si. Teniendo en cuenta dichos efectos
calcularemos Ny a partir de la ecuacion 2.26

(SW)inp 220@Pay
S guUMD,?

=1+ (2.26)

Notese que esta ecuacion se ha de usar con unidades inglesas, ya que ha sido extraida
de bibliografia inglesa y esta multiplicada por un factor empirico, donde:

Shslip = 12958 ch? es el area del estabilizador horizontal que esta bajo los efectos
del slipstream. Ver figura 2.5.

S, = 20938 cn? es el area del estabilizador horizontal.

Pav = 3,087HP es la potencia disponible.

Dp = 1,64 ft es el diametro de la hélice del motor.
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e U =54,66 ft/ses la velocidad del UAV.

e 0= 3,55lb s?/ft* es la presion dinamica.

Nh= 3,55

SN

Figura 2.5: Area del estabilizador horizontal que esta bajo los efectos del slipstream

2.2.2.3. Calculo del coeficiente de volumen del estabilizador horizontal

\_/h _ (Xach —chg)sh (2.27)

donde: Xachy Xcg estan definidos en la figura 2.6

Y 114
® Xach= e
. 109
® Xeg= "¢

V= 0,537

2.2.2.4. Calculo del gradiente del downwash en el estabilizador horizontal

do,
de 1,19 "da w/M
o = HAUKAKKn (COSNGa) 2] | (2.28)
“da w/M=0
donde:
© Ka=7%— a7
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C 4

Each 114

10,9 g

E4.2
ol ot [ Ch
Lo

Figura 2.6: Parametros geométricos para el coeficiente de volumen

o Ky = 10;3>\
hn
1*’? , , - .
o Kh= —5—, los parameros h, y | estan definidos en la figura 2.2.
B

/\C/4 es el angulo de flecha sobre c/4 para conocer su valor utilizaremos la figura
2.7 que nos relaciona el angulo de flecha en ¢/4 con el angulo de flecha en el borde
de ataque (teniendo en cuenta el estrechamiento del ala).

dc

° acfﬂ este cociente nos relaciona, para el Mach al que vuela el UAV, la pendien-

“da w/M=0
te del coeficiente de sustentacion en funcion del angulo de atague entre la misma

pendiente pero para el Mach igual a 0. Dado que el Mach de nuestro UAV es practi-
camente 0 (M=0.05) este cociente es igual a 1 y no nos afectara para el calculo del
gradiente del downwash.

de
i 7
da 0,3
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Figura 2.7: Angulo de flecha en el borde ataque en funcién del angulo de flecha en c/4

2.2.2.5. Calculo de las pendientes de la curva de sustentacion del ala y del estabilizador
horizontal

El calculo de la pendiente de las curvas de sustentacion es diferente dependiendo de la
velocidad a la que vuele el UAV. En este caso volamos a una velocidad subsonica.

Teniendo en cuenta esta velocidad, que el ala es recta, que el estabilizador horizontal
es recto, y que tiene un estrechamiento que disminuye gradualmente, podremos calcular
ambas pendientes a partir de la siguiente ecuacion:

dC. 2TA
W] woh A2B2 ., 1+tarPA 1/2 (2.29)
2+ (5 (—2)+4 ]
donde:
° hace referencia a parametros del ala o del estabilizador horizontal dependien-

h
d\g?je la pendiente que estamos calculando.
o B=(1-M?)1/2

aq
o k= % siendo %—g la pendiente del perfil aerodinamico, es decir, la pendiente de un

B
perfil NACA 0012 para el ala'y la de un NACA 0006 para el estabilizador horizontal.
e A¢/2 es el angulo de flecha en C/2. Para conocer su valor utilizaremos la figura 2.8

que nos relaciona el angulo de flecha en ¢/2 con el angulo de flecha en el borde de
ataque (teniendo en cuenta el estrechamiento del ala).



Derivadas de Estabilidad 27
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Figura 2.8: Angulo de flecha en el borde ataque en funcién del angulo de flecha en c/2

d
%]W:4,255

(2.30)

d ] — 1,947
h

[of

fe)

Q

Una vez realizados estos calculos previos ya podemos empezar a calcular todas las deri-
vadas de estabilidad.

2.2.2.6. Calculo de CX(';(, Cxq Yy Can

Como ya hemos explicado en la seccion 2.1., Cxy, Cxqy Crxa Son despreciables, esto es,
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Cxa = Cxq =Crxa=0

2.2.2.7. Calculo de Cyy

Cou= &5 — 200 — U2
(2.31)

Siel Mach<0,6:>a§:—320

Para calcular Cy necesitaremos conocer el coeficiente de resistencia, Cp y la variacion
del empuje en funcion de la velocidad hacia adelante, 2 aU Cp lo podemos calcular a partir
del coeficiente de sustentancion. Dado que el UAV vuela recto y nivelado podemos decir
que

2mg

=2 0,42
PsLSUy?

1
L=W= épSLscLUOZ =mg=C_ =
Utilizando la figura 2.9 obtenemos que

Para C_ = 0,42 = Cp = 0,007

Para calcular utlllzaremos la ecuacion 2.32

OT _ 10Req
oU ~ Sq U

(2.32)

donde la variacion de la potencia requerida en funcion de la velocidad la vamos a suponer
nula. Asi pues Cy, es igual a

U
Cou= [ﬁ(—:acD)] — [2Cp] = 0,016
2.2.2.8. Calculo de Cgy,
_ UgdF, _ aCL
Czu— §1 ou 2C:L UO ou
M = 0,05< 0,6 = aa% ~0
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2.2.2.9. Calculo de Cyy

_ GroT
MU e du

Donde dt es el brazo de momento del empuje en relacion al centro de gravedad. En
nuestro caso es 0 ya que consideramos que el empuje esta alineado con el centro de
gravedad. Entonces:

_ 00T _ (2.34)
M cou '
2.2.2.10. Calculo de Cyq
B Cp 0Cp dC_
Ca=CL=F =G~ (a—qa)

donde todos los parametros ya han sido calculados anteriormente a excepcion de g%’. Pa-

ra calcular esta pendiente hemos considerado la curva de la figura 2.9 como una parabola
y hemos obtenido su ecuacion matematica usando el método de los minimos cuadrados.

Una vez tenemos la ecuacion de la parabola la hemos derivado respecto a C; y hemos
calculado el valor de la pendiente en el punto que nos interesa, es decir, para C. = 0,42,
gue corresponde al coeficiente de sustentacion del UAV en nuestra condicion de vuelo. El
resultado obtenido es:

aCD _3
— =4,724-10
oC. ’
Entonces:
Cxa = 0,395 (2.35)
2.2.2.11. Calculo de Cy
d
Cxu=-C— % =-5,182 (2.36)
2.2.2.12. Calculo de Cqq
¢, _ dondC
™7 dC. da

donde:
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° %—% es la pendiente de la curva de sustentacion para todo el UAV, y se calcula a
partir de la siguiente ecuacion:
dG. dC_ dG. de
— = KWf—:| + —} nh<§> (1— —) (2.37)
da dalw da ln S da
En la ecuacion 2.37 todos los parametros han sido calculados anteriormente excep-
to Kwt. Este es el factor de interferencia de la union ala-fuselaje, que se calcula a
partir de la ecuacion:
ds di\2
Kwf = 140, 025(3) . 0’25<F) — 1,0004~ 1
Entonces: dc,
— =5,185
da ’
g—g’L“ es el margen estatico. Como ya hemos dicho en la seccion 2.1., el margen
estatico es la distancia entre el punto fijo neutro de control (el centro de gravedad
del UAV) y el centro aerodinamico, normalizada por la cuerda media.
dGn o _
—— = Xeg— X
dc. cg ac
La posicion del centro de gravedad ya la hemos calculado anteriormente en el pro-
yecto.
_ 10,9
Xeg= —
cg T
Para calcular la posicion del centro de gravedad del UAV utilizaremos la ecuacion
siguiente:
o [Raoiit] (] (1-6) () %)
Xac - dCL - O, 704
da
Entonces: dC.n
—— =—0,438
dG
Finalmente

Crg = —2,271 (2.38)
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2.2.2.13. Calculo de Cyy

S ,dG — < ./ de
Cra = ‘Zﬁ hr]th(Xach—Xcg) (ﬁ)

Donde todos los parametros ya han sido calculados en el proyecto. Asi obtenemos que

Crna = —6,907 (2.39)
2.2.2.14. Caculo de Cx4
C
Caiy = -Con = —2,729 (2.40)
h

2.2.2.15. Calculo de Cyq

donde:

e Primer término:

A3tar? A4 3
AB+6Cos\c/s ' B

Cng|, = Cinq|
My ma w/paraM=0 [ A’tarfA¢/ 3
A+6CoA¢/4

Utilizando la figura 2.7 obtenemos que /\¢/4 = 0 rad. Entonces la ecuacion anterior
se transforma en:

Cmq] w - écmq] w/paraM=0
donde
d Al 2( 2w 2-1—0,5 Xw A3targ A
Cmq] w/paraM=0 T W%] WCOS/\C/ 4 [ ( <AC-|->2 cos/\c/<4 : >> + 24(A +a6 co;//\t“)

El parametro Ky, = 0, 7 es el factor de correcion para la aportacion del ala al pitch
damping , ya definido en la figura 2.10, y el parametro X,y = 0,65 corresponde a la
distancia entre el centro de gravedad del UAV y el centro aerodinamico del ala.

Entonces:

Cing| =-1,653-10°
W

1

i
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e Segundo término:

(o [O'] I -
Crna] . = —2| 5o | MVh(Xach— Xog) = ~18,669

Finalmente

Cmg= —18,671 (2.41)
2.2.2.16. Calculo de Cq

C

h

2.2.2.17. Calculo de Cqa

Cma = Csede = (85¢)Crin

donde:

e El término age se calcula de la siguiente manera:

Cis K" ag,

— K —%  \Cixoe o~ T

(ase) b<C|6teérico) Iétmrlcotég} o0,
h

— Ky es el factor de envergadura del elevador. En nuestro caso K, = 1 ya que el
elevador ocupa toda la envergadura del estabilizador horizontal.

C .. ./ p
- % = 0,8694es el factor de correccion para la sustentacion de un aleron
15 tedrico

simple. Obtenemos su valor utilizando la figura 2.11.
— Ci5tesrico = 3,888se calcula a partir de la figura 2.12.

— K es el factor de correccion que tiene en cuenta las nolinealidades para angu-
los grandes de deflexion del elevador. En nuestro caso sera igual a 1 ya
que consiremos que las deflexiones del elevador no van a ser superiores a
10grados(ver la figura 2.13).

%o _

2 1,097 se calcula a partir de la figura 2.14.
{

- ‘é—g o= 5,844 es la pendiente del perfil alar NACA 0006 obtenida de [3].

Entonces:

(a5¢) = 0,636
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e Chih es la derivada de estabilidad del momento de cabeceo debido a la incidencia
del estabilizador horizontal. Se calcula a partir de la ecuacion siguiente donde todos
los parametros han sido calculados anteriormente.

d o
Cinih = —(%] h)ﬂth =-3,711

Finalmente

2.2.2.18. Calcula de Cgza

Iﬁcma — 0,033 (2.44)
h
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Figura 2.9: NACA 0012 C vs Cp
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Figura 2.11: Factor de correcion para la sustentacion de un alerén simple
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sional del aleron



38

Identificacion del modo longitudinal de un UAV




Funciones de transferencia 39

CAPITULO 3. FUNCIONES DE TRANSFERENCIA

Una vez calculadas todas las derivadas de estabilidad, y retomando las ecuaciones lon-
gitudinales del aeronave 1.31, 1.35 y 1.38, ya podemos calcular las funciones de transfe-
rencia del UAV.

3.1. Respuesta transitoria

Antes de calcular y analizar las funciones de transferencia primero tendremos que obtener
la respuesta transitoria del UAV. Esta se obtiene de la ecuaciobn homogenea, es decir, sin
entradas externas (Cma = Crza = Crxa = 0).

Aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones 1.31, 1.35 y 1.38 con las con-
diciones iniciales igual a cero y despreciando Cyg, Cxq y Cmu (ver secciones 2.1.y 2.2.)
obtenemos:

(525~ Cuu Ju(s) — Cui(5) ~ Cu(cosD)B(s) = 0
—Chu(s) + K% - Tcoczti)S_ Cm}'(x(s) + [( -5 - w"oczq>s— CW(sine)] B(s) =0

<— TCOCWS—CW)'G(S) + <S|—écsz - wcocmqs> B(s) =0
(3.1)

Sustituyendo por los valores de las derivadas de estabilidad calculados en el capitulo 2,
la ecuacion 3.1 se convierte en:

(0,705 +0,016Ju(s) — 0,395 (s) +0,4150(s) = 0
0,84u(s) + (0,73%+ 5, 182Ja(s) — 0,61459(s) = 0 (3.2)
(0,085 + 2,271Ja((s) + (0,023%+ 0,22%)6(s) = 0

La Unica solucion del sistema de ecuaciones 3.2 diferente de (0,0,0) necesita que el
determinante de los coeficientes sea cero. Entonces:

0,705+ 0,016 —0,395 Q415
0,84 0,73%+5,182 —0,614s =0 (3.3)
0 0,085%+2,271 Q0232+0,22%

Expandiendo el determinante obtenemos un polinomio de cuarto grado. Este polinomio es
la ecuacion caracteristica del UAV.
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El UAV sera dinamicamente estable si todas las raices del polinomio tienen su parte real
negativa. En caso contrario el UAV sera dinamicamente inestable.

Se ha observado que para la mayoria de las aeronaves la ecuacion caracteristica se puede
factorizar en dos factores de segundo grado de la siguiente manera

(8> + 22 poonpS+ WP p) (82 + 2L stnsS+ 0Ps) (3.4)

El primer factor corrresponde al modo fugoide que esta caracterizado por un amortiguado
suave y por una oscilacion de periodo largo, que consiste en variaciones de 6 y ‘U con
‘0 constante. El aeronave tiendo a volar una trayectoria de vuelo senoidal en el plano
vertical. El valor tnp corresponde a la frecuencia natural de este modo de oscilacion, y {p
al cociente de amortiguamiento.

El segundo factor corresponde al modo de periodo corto que esta caracterizado por un
movimiento relativamente bien amortiguado asociado con una oscilacion de periodo corto,
que consiste en variaciones de 0 y 6 con cambios muy pequefios en la velocidad hacia
adelante. wns corresponde a su frecuencia natural y (s al coeficiente de amortiguamiento.

St Slow rise and fall of airplane s o
R and changing speeds Minmum speed

remains tangent
toflight path

Maximum speed

Phugoid longitudinal oscillation.

Short period
angle-of-attack
variation

-_————-_M.nh‘hf-mhw.“\#m’!%m__..
Short-period longitudinal oscillation.

Figura 3.1: Modos longitudinales

En nuestro caso expandiendo el determinante de la ecuacion 3.3 obtenemos la ecuacion
caracteristica del UAV (L)

0=0,01%"+0,1565> + 1,081s* + 0,96+ 0,814 (3.5)

La ecuacion 3.5 tiene dos pares de raices complejas conjugadas donde cada par es una
oscilacion senoidal amortiguada que corresponden con los dos modos de la aeronave.
Dichas raices conjugadas son:

51 = —6,0559+ 6,4643

s = —0,4442+0,81698
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A continuacion hemos de identificar cual par de raices es el del modo fugoide y cual el del
periodo corto. Para ello, factorizamos la ecuacion 3.5 en dos ecuaciones de segundo gra-
do las cuales tienen por solucion los pares de raices complejas expuestas anteriormente.

0= (s>+12,1118&+78,4611)(s*>+0,8882+ 0,8646) (3.6)

Si expresamos la ecuacion 3.6 en los términos de la ecuacion 3.4, podremos calcular
la frecuencia natural y el coeficiente de amortiguamiento para identificar los modos del
aeronave. Entonces utilizando los datos del primer factor obtenemos:

{ = 0,684
w=8,859rads 1

Y utilizando los del segundo factor obtenemos:

{=0,478
w=0,929rads 1

Observando los resultados podemos decir que el primer factor corresponde al modo de
periodo corto y que el segundo corresponde al modo fugoide ya que el modo de periodo
corto se caracteriza por tener una frecuencia mas grande que la del modo fugoide.

3.2. Funciones de transferencia

Una vez obtenida la respuesta transitoria ya podemos calcular las funciones de transfe-
rencia con desplazamiento del elevador.

Para ello aplicamos la transformada de Laplace a las ecuaciones 1.31, 1.35y 1.38 tenien-
do en cuenta las deflexiones del elevador

(0,705+0,016)u(s) —0,395x(s) +0,4156(s) =0
0,84u(s) + (0,73%+5,182fa(s) — 0,6149(s) = —0,933¢(S) (3.7)
(0,0855+2,271a(s) + (0,023 + 0,22%)6(s) = —2,3615(s)

donde d¢ es la deflexion del elevador en radianes. Para calcular las funciones de trans-

ferencia utilizaremos el método de Cramer para la solucion de sistemas de ecuaciones
mediante determinantes.

La funcion de transferencia para d¢ de entrada y U como salida es:
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0 —0,395 0415
~0,933 073%+5,182  —0,614s
u(s) | —2,361 Q08%+2,271 Q023F2+0,22%

5o(S) 0 (3:8)

que expandiendo el determinante del numerador, se convierte en

u(s) —8,487-103s+0,03%+4,199
= (3.9)
Oe(S) U

La funcion de transferencia para ¢ de entrada y ‘o como salida es:

0,705+0,016 0 Q415
0,84 —0,933 —0,614s
a(s) 0 —2,361 Q023°+0,22%

o = (3.10)

Expandiendo el determinante, se obtiene

a(s) —0,015°—1,172?—0,026s— 0,823
0e(9) N U

(3.11)

Y la funcion de transferencia para de de entrada y 6(S) como salida:

0,705+0,016  —0,395 0
0,84 0,73%+5,182 —0,933
0(s) 0 0,085%+2,271 —2,361

55~ = (3.12)

que expandiendo el determinante obtenemaos,

8(s) —1,1748>—7,158—-0,945
= (3.13)
0e(9) O

Una vez calculadas la funciones de transferencia vamos a ver el comportamiento de los
modos de la aeronave.

3.3. Gréficas de respuesta

Teniendo en cuenta que el modo de periodo corto consiste en variaciones en el angulo de
ataque y en el de actitud vamos a graficar la respuesta a una entrada escalon para estas
dos funciones de transferencia.
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La Figura 3.2 presenta estas respuestas.

Step Response

Amplitude

4l \ ‘{f

ot | |

Titne [sec)

Figura 3.2: Respuesta a un escalbn para el modo de periodo corto

Observando la Figura 3.2 vemos que esta respuesta tiene una amortiguacion rapida por
lo que no se requiere ningln esfuerzo especial por parte del piloto para contrarrestarla,
pues desaparecera por si sola con rapidez. Esta es una caracteristica tipica del modo de
periodo corto.

Por otro lado, dado que el modo fugoide consiste en variaciones de la velocidad hacia
adelante y del angulo de actitud, graficaremos la respuesta a un escalon de las respectivas
funciones de transferencia. El resultado se muestra en la Figura 3.3.

Si observamos la Figura 3.3 vemos gue tiene una amortiguacion débil de mayor extension
en el tiempo. Dada la lentitud de la oscilacion, ésta puede ser controlada por un piloto
humano sin problemas. Un piloto automatico no debe tener tampoco ninguna dificultad en
contrarrestar esta oscilacion.
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Figura 3.3: Respuesta a un escalon para el modo fugoide
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

El objetivo inicial del proyecto consistia en la obtencion de las funciones de transferencia
de un UAV para el modo longitudinal. Este objetivo resulta extenso y complejo, es por eso
gue para conseguir realizarlo con éxito se marcaron una serie de objetivos secundarios.

El primero fue sido construir un modelo que describa el comportamiento fisico del UAV.
Para ello se han obtenido las ecuaciones matematicas que describen el vuelo de una
aeronave para el caso que estamos estudiando (vuelo recto y nivelado). Una vez con-
seguidas estas ecuaciones se han identificado las incognitas a calcular para conseguir
nuestro objetivo, las derivadas de estabilidad.

A partir de este punto el siguiente objetivo ha sido realizar un estudio de éstas para poder
calcularlas. Tras este estudio se han conseguido las ecuaciones para el calculo de las
derivadas de estabilidad, y a partir de éstas ecuaciones se calcularon dichas derivadas.

Después de la consecucion de estos objetivos secundarios, ya se dispuso de todos los
elementos necesarios para alcanzar objetivo principal del proyecto, la obtencion de las
funciones de transferencia del un UAV para el modo longitudinal.

Si bien el objetivo pricipal se alcanz6 satisfactoriamente, este no es un proyecto cerrado.
Una posible ampliacion seria realizar la validacion y el ajuste de las funciones de transfe-
rencia obtenidas.

Esto se podria hacer a partir de datos reales de vuelo del UAV, comprobando si nuestras
funciones de transferencia representan fielmente dichos datos, por lo que este proyecto
gueda abierto para futuras investigaciones.
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APENDICE A. MOMENTO DE INERCIA

Durante el desarollo del proyecto hemos calculado las diferentes derivadas de estabilidad
que afectan al modo longitudinal. Pero no hemos hablado del momento de inercia, mag-
nitud que esta presente en las ecuaciones finales del modo longitudinal, y que sera nece-
saria para poder calcular las funciones de transferencia, que es nuestro objetivo final.

El momento de inercia es una medida de la inercia rotacional o la tendencia de un cuerpo
a resistirse al cambio en su movimiento rotacional. Aunque se dice que el momento de
inercia debe ser constante para un cuerpo rigido, este se corresponde a un eje determina-
do y puede tener valores diferentes para ejes diferentes. EI momento de inercia depende
también de la distribucion de la masa con respecto al eje de rotacion.

Para el calculo del momento de inercia primero de todo hemos de ver si tenemos una
distribucion de masas puntuales o si, por el contrario, la masa esta distribuida, ya que
dependiendo de la situacion el calculo se realiza de una manera u otra.

En nuestro caso tenemos una la masa distribuida de manera continua, asi que el momento
de inercia sera:

I :/rzdm (A1)

donde dm es un diferencial de masa del cuerpo y r2 es la minima distancia al eje de
rotacion. Pero integrar en funcion de la masa puede ser una tarea muy complicada ya que
no conocemos una funcibn matematica que nos diga como esta distribuida.

Si tenemos en cuenta que la masa de un cuerpo es igual a la densidad por su volumen
podemos sustituir esta relacion en la ecuacion A.1 para entonces poder integrar en funcion
del volumen, tarea que nos sera mucho mas sencilla:

| = /rzpdv (A.2)
Dependiendo de la geometria del cuerpo del que queramos calcular el momento de inercia
diferenciaremos tres tipos de densidades:
e D, densidad volumétrica. Tiene unidades de masa partido volumen.

e 0, densidad superficial. Se utiliza en aquellos casos en que el cuerpo en cuestion
tiene un espesor t constante. 8 = pt y tiene unidades de masa partido superficie.

e A, densidad lineal.

Si analizamos con las ecuaciones longitudinales del movimiento observaremos que tene-
mos que calcular el momento de inercia del UAV en funcion del eje Y.
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Para poder calcular el momento de inercia primero de todo vamos a simplificar la geo-
metria del UAV de tal manera que su calculo nos sea mas facil. Para ello dividiremos el
UAV en figuras geométricas simples de las cuales calcularemos su momento de inercia
por separado.

Una vez tengamos el momento de inercia de cada una de las figuras con respecto a su
centro de masas, mediante la aplicacion del teorema de los ejes paralelos

| = Icpm +Md? (A-3)

calcularemos el momento de inercia de cada una de estas figuras con respecto al centro
de masas del UAV, y por Gltimo sumaremos todo para obtener el momento de inercia total
del UAV.

En la figura A.1 podemos ver la simplificacion de la geometria del UAV que hemos llevado
a cabo.

N ey -
T | \I \h S, e — =
L ":::__ - -

Figura A.1: Simplificacion de la geometria del UAV

Si observamos la simplificacion del UAV vemos que basicamente esta formado por rectangu-
los, circumferencias, triangulos y elipses. Los momentos de inercia de cada figura se cal-
culan utilizando las siguientes formulas

t
|rectangu|o: E—Z(XSZ—l— ZSX)

. _ ptoét
circulo = —3—

Estos momentos de inercia han sido extraidos de [6]. Para el caso de los triangulos los he-
mos calculado mediante integracion sus momentos de inercia definiendo adecuadamente
los limites de integracion.
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A continuacion mostramos el calculo del momento de inercia de uno de los dos triangulos
(ver figura A.2)

Py (-22.55, 966

!\ Py (57.1,0)

L/fﬁ

Py (-28.55, -0 66)

Figura A.2: Calculo del momento de inercia de uno de los triangulos

57,1
| = t/ / (Z +x?)dzdx= 34994t (A.5)
2855

donde:

e Ry =(—0,113+6,43), es la recta que une los puntos Py y P3 de la figura A.2.

e Ry = (0,113 —6,43), es la recta que une los puntos P, y P; de la figura A.2.

El momento de inercia del otro triangulo es igual a la ecuacion A.6 calculada con el mismo
procedimiento que el otro triangulo

| = 2205 4280t (A.6)

Entonces sabiendo que la densidad volumétrica de la madera de balsa es pmp= OZOg/chf3
y que la del aluminio es py = 2,7 g/crr?, sustituyendo por los datos de espesor y longi-
tud apropiados en cada figura geométrica y aplicando el teorema de los ejes paralelos
obtenemos que el momento de inercia del UAV en el eje Y es

ly = 15,554- 10° gent = 1,5554K gn? (A7)




